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Nota: Els problemes mar
ats amb ✰ són més difí
ils (més símbols indiquen més di�
ultat).Els problemes mar
ats amb unP apareixen resolts al �nal de la 
ol�le

ió i la solu
ió espresentarà en 
lasse (però, intenteu resoldre'ls vosaltres mateixos abans de mirar les solu
i-ons!).Si no es diu el 
ontrari i us 
al, 
onsidereu que tots els logaritmes són en base 2.





Capítol 1Anàlisi d'algorismes1. Utilitzeu paper milimètri
, un full de 
àl
ul o un programa de dibuix per traçar lesfun
ions log x, x, x log x, x2, x3 i 2x per a x 2 f0; :::; 100g i per a x 2 f0; :::; 10000g.2. Contesteu les preguntes següents sobre logaritmes:� Quants bits 
alen per representar un nombre natural entre 0 i n� 1?� Començant per x = 1, quants 
ops 
al doblar x �ns que sigui més gran o igual quen?� Començant per x = n, quants 
ops 
al dividir x per dos �ns que sigui menor oigual que 1? I si es divideix per tres?3. Demostreu les igualtats següents per indu

ió:� Pni=1 i = n(n+ 1)=2.� Pni=1 i2 = n(n+ 1)(2n+ 1)=6.4. Demostreu que Pni=0 2i = 2n+1 � 1.P 5. Demostreu que Pki=1 i2�i = 2� k2�k � 21�k.6. Demostreu les propietats asimptòtiques següents:� Tot polinomi p(n) = aknk + ak�1nk�1 + � � �+ a0n0 amb ak > 0 pertany a �(nk).� Per a qualssevol bases a; b > 1, es té que loga n = �(logb n).
✰✰ 7. Demostreu que log(n!) = �(n logn).P✰ 8. El número harmòni
 n-èsim és Hn =Pni=1 1=i. Mostreu que Hn = �(log n) aproximantper integrals 
ontínues.9. Demostreu que Pni=1Hi = �(n logn).10. Gordon Moore, 
ofundador d'Intel, va fer 
ap al 1965 una 
èlebre observa
ió que avuien dia es 
oneix 
om a �Llei de Moore�. Moore predeia un 
reixement exponen
ial enel nombre de transistors en els 
ir
uits integrats i en la seva velo
itat. Essen
ialment,Moore va predir que la potèn
ia dels pro
essadors doblaria 
ada 18 mesos.A la novela �Turing (A novel about 
omputation)� de Christos Papadimitriou (MITPress 2003) l'úni
a indi
a
ió de l'any en què su

eix, és el fet que Ethel, la protagonista,té un ordinador amb un pro
essador de 9 GHz. Podrieu situar aproximadament en quinany té llo
 la novela?



2 � Anàlisi i Disseny d'Algorismes Anàlisi d'algorismes11. Existeixen diferents versions sobre l'orígen del jo
 d'es
a
s. Totes elles el situen a l'Índiai relaten, de forma més o menys semblant, la demanda feta per un savi a un rei per talde 
ompletar amb grans de blat un tauler d'es
a
s amb la 
ondi
ió que 
ada 
asella
ontingués el doble de grans que l'anterior. A la primera 
asella va demanar que hi
ol�loquéssin un gra, a la segona dos grans, a la ter
era quatre grans i així �ns a ladarrera. Cal
uleu el nombre total de grans de blat requerit.Els agri
ultors 
ompten el gra en bushels (1 bushel equival a uns 35.238 litres). Sabentque 1 bushel 
onté aproximadament uns 5 milions de grans de blat i que (en l'a
tualitat)la produ

ió mundial mitjana de blat se situa al voltant dels 2.000.000.000 bushels,quantes 
ollites 
aldrien per satisfer la demanda del savi?P 12. Per a 
ada fun
ió f(n) i temps t de la taula següent, determineu la talla més granque es pot resoldre en temps t d'un problema que ne
essita un temps de f(n) �s perexe
utar-se sobre una entrada de talla n.1 segon 1 minut 1 hora 1 dia 1 mes 1 any 1 seglelognpnnn2n32nP 13. La te
nologia a
tual permet resoldre, en un 
ert temps T , un problema de talla �ns an = 108 amb un algorisme de 
omplexitat �(n). Suposeu que la 
onstant amagada enla nota
ió asimptòti
a és la mateixa per a tots els algorismes. Quina és la talla n dela instàn
ia més gran que es pot resoldre en temps T amb un algorisme de 
omplexitat�(npn) i per què?Suposeu que amb la te
nologia d'aquí a deu anys, els pro
essadors siguin 100 
ops mésràpids. Quina serà llavors la talla n de la instàn
ia més gran que es podrà resoldre entemps T amb un algorisme de 
omplexitat �(npn)?P 14. Considereu les fun
ions següents: 5n lnn, 4npn, log�(nn), n= log2 n, n= lnn, 3 ln(7n).Ordeneu-les, de menor a major, segons el seu 
reixement asimptòti
. Si dues o mésfun
ions tenen el mateix grau de 
reixement, indiqueu-ho.15. Agrupeu les fun
ions següents de manera que f(n) i g(n) pertanyin al mateix grup sii només si f(n) 2 �(g(n)), i enumereu els grups segons el seu ordre de 
reixement: n,pn, n1;5, n2, n log n, n log logn, (log log n)2, n log2 n, n3=(n� 1), nlog n, n log(n2), 21n,2n, 2pn, 2plog n, 2n=2, 37, 22n , 2=n i n2 log n.P 16. De 
adas
un dels fragments de 
odi següents, analitzeu el seu 
ost./ / F r a g m e n t 1int s = 0;for (int i = 0; i < n; ++i) {++s;}/ / F r a g m e n t 2int s = 0;for (int i = 0; i < n; i += 2) {++s;



Anàlisi d'algorismes Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 3}/ / F r a g m e n t 3int s = 0;for (int i = 0; i < n; ++i) {++s;}for (int j = 0; j < n; ++j) {++s;}/ / F r a g m e n t 4int s = 0;for (int i = 0; i < n; ++i) {for (int j = 0; j < n; ++j) {++s;} }/ / F r a g m e n t 5 Pint s = 0;for (int i = 0; i < n; ++i) {for (int j = 0; j < i; ++j) {++s;} }/ / F r a g m e n t 6int s = 0;for (int i = 0; i < n; ++i) {for (int j = i; j < n; ++j) {++s;} }/ / F r a g m e n t 7int s = 0;for (int i = 0; i < n; ++i) {for (int j = 0; j < n; ++j) {for (int k = 0; k < n; ++k) {++s;} } }/ / F r a g m e n t 8int s = 0;for (int i = 0; i < n; ++i) {for (int j = 0; j < i; ++j) {for (int k = 0; k < j; ++k) {++s;} } }/ / F r a g m e n t 9 Pint s = 0;for (int i = 1; i <= n; i *= 2) {++s;}/ / F r a g m e n t 1 0int s = 0;



4 � Anàlisi i Disseny d'Algorismes Anàlisi d'algorismesfor (int i = 0; i < n; ++i) {for (int j = 0; j < i * i; ++j) {for (int k = 0; k < n; ++k) {++s;} } }/ / F r a g m e n t 1 1 ✰int s = 0;for (int i = 0; i < n; ++i) {for (int j = 0; j < i * i; ++j) {if (j % i == 0) {for (int k = 0; k < n; ++k) {++s;} } } }17. Digueu quin és el 
ost de les instru

ions (1), (2) i (3) del programa següent.int fun
io1 (ve
tor<int >& v) { return v[0℄; }int fun
io2 (ve
tor<int > v) { return v[0℄; }int f (int n) {ve
tor<int > v(n,0); / / ( 1 )int a = fun
io1(v); / / ( 2 )int b = fun
io2(v); / / ( 3 )return a+b;}18. Es
riviu un algorisme de 
er
a lineal per determinar si un element apareix en una taulade n posi
ions. Analitzeu el seu 
ost.19. Utilitzeu la nota
ió asimptòti
a més indi
ada (O, 
, �) per indi
ar el 
ost en temps dela 
er
a seqüen
ial.� En el 
as pitjor,� En el 
as millor,� En el 
as mitjà.20. Considereu una taula T amb n elements.� Es
riviu un algorisme que usi exa
tament n� 1 
ompara
ions per trobar l'elementmínim de T .� Es
riviu un algorisme que usi exa
tament n� 1 
ompara
ions per trobar l'elementmàxim de T .
✰ Es
riviu un algorisme que trobi els elements mínim i màxim de T amb només unes32n 
ompara
ions.21. Quin és el 
ost en temps i en espai dels algorismes �es
olars� per� Sumar dos naturals de n dígits,� Multipli
ar dos naturals de n dígits.P 22. Es
riviu l'algorisme 
làssi
 per sumar dues matrius n � n. Expliqueu perquè aquestalgorisme de 
ost O(n2) és lineal.Demostreu que qualsevol algorisme per sumar dues matrius n�n requereix 
(n2) passos.
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riviu l'algorisme 
làssi
 per multipli
ar dues matrius n � n. Quin és el seu 
ost enfun
ió de n? Quin és el seu 
ost en fun
ió de la talla de les entrades?Demostreu que qualsevol algorisme per multipli
ar dues matrius n� n requereix 
(n2)passos.24. Es
riviu un algorisme per determinar si un número natural n és primer. Quin és el seu
ost en fun
ió de n?25. Es
riviu i analitzeu l'algorisme 
orresponent al garbell d'Eratóstenes per determinartots els nombres primers entre 2 i n. Eratóstenes26. Es
riviu un algorisme re
ursiu per 
al
ular el fa
torial d'un nombre natural n. Quin ésel seu 
ost en fun
ió de n? Passeu l'algorisme a iteratiu.P 27. Resoleu les re
urrèn
ies subtra
tores següents:� T (n) = T (n� 1) + �(1),� T (n) = T (n� 2) + �(1),� T (n) = T (n� 1) + �(n),� T (n) = 2T (n� 1) + �(1).P 28. Resoleu les re
urrèn
ies divisores següents:P � T (n) = 2T (n=2) + �(1),� T (n) = 2T (n=2) + �(n),P � T (n) = 2T (n=2) + �(n2),� T (n) = 2T (n=2) +O(1),P � T (n) = 2T (n=2) +O(n),� T (n) = 2T (n=2) +O(n2),� T (n) = 4T (n=2) + n,P � T (n) = 4T (n=2) + n2,� T (n) = 4T (n=2) + n3,� T (n) = 9T (n=3) + 3n+ 2,P � T (n) = T (9n=10) + �(n),� T (n) = 2T (n=4) +pn,
✰✰ 29. Resoleu la re
urrèn
ia T (n) = T (pn) + 1 tot utilitzant un 
anvi de variables.30. Ordeneu la taula h6; 0; 2; 0; 1; 3; 4; 6; 1; 3; 2i utilitzant els algorismes d'ordena
ió elemen-tals (sele

ió, inser
ió i bombolla).31. Digueu quins algorismes d'ordena
ió elementals són estables. Pels que ho són, justi�queuper què ho són, pel que no ho són, doneu un 
ontraexemple.32. Digueu quan triguen els algorismes d'ordena
ió elementals quan l'entrada es troba...� Permutada a l'atzar,� Ordenada,� Ordenada del revés,



6 � Anàlisi i Disseny d'Algorismes Anàlisi d'algorismes� Amb tots els elements iguals.33. Cap a l'any 1202 Fibona

i de Pisa investigava 
om de ràpid es podien reproduir els
onills en 
ondi
ions ideals: Suposeu que un 
amp hi ha una parella de 
onills a
abatsde néixer, l'un mas
le, l'altre femella. Els 
onills es poden aparellar a l'edat d'un mes,de forma que al �nal del segon més la femella dóna llum a una nova parella de 
onills.Suposeu que els 
onills no moren mai i que les femelles produeixen una nova parella (unmas
le i una femella) 
ada parell de mesos. Quants 
onills hi haurà després d'un any?Fibona

i Els nombres de Fibona

i venen de�nits per la re
urrèn
ia següent:Fn = 8><>:0 si n = 0;1 si n = 1;Fn�1 + Fn�2 si n � 2:Es
riviu un algorisme re
ursiu per 
al
ular el nombre de Fibonna
i n-èsim. Implemen-teu-lo i exe
uteu-lo per mesurar quan triga per 
al
ular F24.Quin és el 
ost asimptòti
 de l'algorisme? Per què és lent?Es
riviu un algorisme iteratiu que tingui 
ost lineal en fun
ió de n.34. Tenim una taula t amb n elements i desitgem saber si kn altres elements són dins de lataula t o no. Hi ha, 
om a mínim, dues maneres possibles de pro
edir:Op
ió 1: Per a 
adas
un dels kn elements, fem una 
er
a lineal a la taula t.Op
ió 2: Ordenem primer la taula t amb un algorisme �(n logn) i, després, per a
adas
un dels kn elements, fem una 
er
a di
otòmi
a a la taula t.Digueu quin ha de ser el valor mínim de kn (utilitzant nota
ió asimptòti
a) perquè lasegona op
ió sigui més ràpida o igual que la primera.35. Analitzeu el 
ost de les fun
ions re
ursives següents per 
al
ular xn per a n � 0.double poten
ia_1 (double x, int n) {if (n==0) {return 1;} else {return x*poten
ia_1(x,n-1);} }double poten
ia_2 (double x, int n) {if (n==0) {return 1;} else if (n%2==0) {int y = poten
ia_2(x,n/2);return y*y;} else {int y = poten
ia_2(x,n/2);return y*y*x;} }double poten
ia_3 (double x, int n) {if (n==0) {return 1;} else if (n%2==0) {
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ia_3(x,n/2) * poten
ia_3(x,n/2);} else {return poten
ia_3(x,n/2) * poten
ia_3(x,n/2) * x;} }36. Considereu les dues fun
ions següents per trobar el màxim d'una taula de n reals (ambn � 1):/ / C r i d a i n i 
 i a l : m a x S ( t , n - 1 )double maxS(
onst ve
tor<double>& t, int i) {if (i==0) {return t[0℄;} else {double m = maxS(t,i-1);return t[i℄<m ? m : t[i℄;} }/ / C r i d a i n i 
 i a l : m a x D ( t ,0 , n - 1 )double maxD(
onst ve
tor<double>& t, int i, int j) {if (i==j) {return t[i℄;} else {int k = (i+j)/2;double m1 = maxD(t,i,k);double m2 = maxD(t,k+1,j);return m1>m2 ? m1 : m2;} }Cal
uleu el 
ost dels dos algorismes en fun
ió de la talla de la taula n. Quin d'ellses
olliríeu? Per què?P 37. Un algorisme A té un 
ost donat per la re
urrèn
ia TA(n) = 7TA(n=2)+n2. Un algorisme
ompetidor B té 
ost TB(n) = xTB(n=4) + n2. Quin és l'enter x més gran per al qualB és asimptòti
ament millor que A?P 38. Cal
uleu el 
ost de l'algorisme següent:double F (ve
tor<double >& v, int i, int j) {int aux = (j-i+1)/4;if (aux >0) {int m1 = i-1+aux;int m2 = m1+aux;int m3 = m2+aux;return F(v,i,m1) + F(v,m1+1,m2) +F(v,m2+1,m3) + F(v,m3+1,j);} else {return i+j-1;} }P 39. Considereu les dues fun
ions següents:double A (ve
tor<double >& v, int i, int j) {if (i<j) {int x = f(v,i,j);int m = (i+j)/2;return A(v,i,m-1) + A(v,m,j) + A(v,i+1,m) + x;
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tor<double >& v, int i, int j) {if (i<j) {int x = g(v,i,j);int m1 = i+(j-i+1)/3;int m2 = i+(j-i+1)*2/3;return B(v,i,m1 -1) + B(v,m1,m2 -1) + B(v,m2,j) + x;} else {return v[i℄;} }Suposant que el 
ost de la fun
ió f és �(1) i que el 
ost de g és propor
ional a lagrandària del ve
tor a pro
essar (és a dir, �(j � i+ 1)), quin és el 
ost asimptòti
 de Ai de B en fun
ió de n?Quina de les dues fun
ions es
ollirieu si fan el mateix?40. Considereu una taula bidimensional de talla n�n on 
ada 
olumna té els elements orde-nats en ordre estri
tament 
reixent de dalt a baix i 
ada �la té els elements ordenats enordre estri
tament 
reixent d'esquerra a dreta. Doneu un algorisme O(n) que de
ideixisi un número x donat és o no a la matriu.41. Considereu el fragment de 
odi C++ següent:double* T = new double [1℄;int mida = 1, n = 0;double x;
in >> x;while (x!=0) {if (n==mida) {double* Taux = new double [2*mida℄;for (int i=0; i<mida; ++i) {Taux[i℄ = T[i℄;}delete [℄ T;T = Taux;mida = 2*mida;}T[n++℄ = x;
in >> x;}Expliqueu breument què fa aquest 
odi.Suposant que les instru

ions new[℄ i delete[℄ tenen 
ost 
onstant, digueu raona-dament quin és el 
ost d'aquest 
odi.42. Considereu el 
odi següent:
onst int M = 1000;stru
t 
adena {int n; / / 0 � n �M
har T[M℄; / / l a 
 a d e n a e s g u a r d a a/ / l e s n p r i m e r e s p o s i 
 i o n s d e T};
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omptar_as (
adena& 
) {int as = 0;for (int i=0; i<
.n; ++i) {if (
.T[i℄=='A') {++as;} }return as;}Dete
teu on és l'error en el raonament següent: �Com que la taula T té una 
apa
itatmàxima M , el 
ost en 
as pitjor de 
omptar_as és O(M), ja que el programa re
orre
:n posi
ions de la taula i 
:n � M . Com que M és una 
onstant, el 
ost en 
as pitjorés senzillament O(1).�
✰✰ 43. Considereu l'algorisme d'Eu
lides per 
al
ular el màxim 
omú divisor de dos naturals:/ / P r e 
 o n d i 
 i o : 0 < j � iint m
d (int i, int j) {int r = i % j;if (r==0) {return j;} else {return m
d(j,r);} }Demostreu que el 
ost de la fun
ió m
d(i,j) és O(log i). Ajut: Primer, desplegueuun 
op el 
odi re
ursiu, és a dir, substituïu la invo
a
ió de la 
rida re
ursiva returnm
d(j,r) pel text de m
d amb els paràmetres adients. A 
ontinua
ió, mostreu que enel 
odi rees
rit, en fer la 
rida re
ursiva, de la forma m
d(m,n), es 
ompleix m � i=2.Finalment, expresseu el 
ost de l'algorisme amb una re
urrèn
ia i resoleu-la. Eu
lidesNota històri
a: Eu
lides va donar el seu algorisme utilitzant restes i no pas mòduls.44. Malgrat anar tot el dia adormit, l'Omer ha es
rit un algorisme 
orre
te que retorna lamediana d'una taula de n elements. Vosaltres no heu vist l'algorisme de l'Omer (defet, probablement ni tans sols 
oneixeu l'Omer en
ara que el seu nom us soni per serun estudiant de la FIB que va quedar en 15è llo
 al 
on
urs mundial de programa
ióde l'ACM del 2004). Tanmateix, podeu assegurar que només una de les a�rma
ionssegüents és 
erta. Digueu raonadament quina.(a) El 
ost de l'algorisme de l'Omer és per força �(n).(b) El 
ost de l'algorisme de l'Omer és per força 
(n).(
) El 
ost de l'algorisme de l'Omer en el 
as mitjà és per força O(log n).(d) El 
ost de l'algorisme de l'Omer en el 
as pitjor és per força �(n logn).
✰✰ 45. Considereu una matriu M de talla n�n en què 
ada 
olumna està ordenada de maneraestri
tament 
reixent de dalt a baix, i 
ada �la està ordenada de manera estri
tament
reixent d'esquerra a dreta. Es
riviu en C++ o Java una fun
ió que, donat un elementx, determini en temps �(n) quants elements de la matriu M són estri
tament menorsque x.





Capítol 2Algorismes de dividir i vèn
erE 1. Es
riviu un algorisme de 
ost �(logn) que, donada una taula ordena T amb n elementsi un element x, retorni �1 si x no és en T o un índex i tal que T [i℄ = x altrament. Siheu es
rit el vostre algorisme re
ursivament, passeu-lo a iteratiu.P 2. Considereu el problema de, donada una taula ordenada T amb n elements i un elementx, retorna �1 si x no és en T o un índex i tal que T [i℄ = x altrament. Digueu quèen penseu dels tres fragments de 
odi següents (el fragment 1 es troba en una webde programadors, el fragment 2 és una adapta
ió del 
odi del llibre Modern softwaredevelopment using Java de Tymann i S
hneider i el fragment 3 és una adapta
ió del
odi del llibre Developing Java software de Winder i Roberts):/ / F r a g m e n t 1int lookup1 (ve
tor<int >& T, int x) {int l = 0;int r = T.size() - 1;while (l <= r) {int m = (l+r) / 2;if (x < T[m℄) r = m;else if (x > T[m℄) l = m + 1;else return m;}return -1;}/ / F r a g m e n t 2int lookup2 (ve
tor<int >& array , int target) {int start = 0;int end = array.size();int position = -1;while (start <=end and position==-1) {int middle = (start+end)/2;if (target<array[middle℄) end = middle - 1;else if (target>array[middle ℄) start = middle + 1;else position = middle;}return position;}/ / F r a g m e n t 3int lookup2 (ve
tor<int >& v, int o) {int hi = v.size();
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erint lo = 0;while (true) {int 
entre = (hi+lo)/2;if (
entre==lo) {if (v[
entre℄==o) return 
entre;else if (v[
entre +1℄==o) return 
entre +1;else return -1;}if (v[
entre℄<o) lo = 
entre;else if (o<v[
entre ℄) hi = 
entre;else return 
entre;} }E 3. Es
riviu un algorisme de 
ost �(log n) que, donada una taula ordena T amb n elementsi un element x, retorni �1 si x no és en T o l'índex de la primera posi
ió de T que
onté x.E 4. Es
riviu un algorisme de 
ost �(log n) que, donada una taula ordenada T amb n ele-ments i dos elements x i y amb x � y, retorni el nombre d'elements en T que es trobenentre x i y (x i y in
losos).P 5. Dissenyeu un algorisme de 
er
a ternària en un ve
tor. La idea 
onsisteix en partir elve
tor es tres parts i 
ridar re
ursivament sobre la part que 
algui.Analitzeu el 
ost del vostre algorisme i 
ompareu-lo amb el de l'algorisme de 
er
abinària.E 6. El 
ost d'una 
er
a lineal en una taula i en una llista és lineal. El 
ost d'una 
er
abinària en una taula ordenada és logarítmi
. Es pot fer una 
er
a binària en una llistaordenada?7. Ordeneu la taula h3; 8; 15; 7; 12; 6; 5; 4; 3; 7; 1i amb l'algorisme d'ordena
ió per fusió re-
ursiu i amb l'algorisme d'ordena
ió per fusió d'avall 
ap amunt.E 8. És l'algorisme d'ordena
ió per fusió estable? De què depèn?E 9. Digueu quant triga l'ordena
ió per fusió quan l'entrada es troba. . .� permutada a l'atzar,� ordenada,� ordenada del revés,� amb tots els elements iguals.E 10. Quantes 
rides re
ursives 
al guardar 
om a màxim en un instant donat a la pila per aordenar per fusió una taula de n elements?11. Es
riviu l'algorisme d'ordena
ió per fusió usant fusions de tres subtaules en llo
 de dues.Quin 
ost té?12. Es
riviu l'algorisme d'ordena
ió per fusió implementat d'avall 
ap amunt, amb ordena
ióper inser
ió de les subtaules petites.
✰✰ 13. Una manera d'a

elerar l'algorisme d'ordena
ió per fusió és eliminar el temps ne
essariper 
opiar els elements fusionats de la taula auxiliar a la taula original. Per a
onseguir-ho, es pot fer que els papers de la taula original i la taula auxiliar s'inverteixin a 
adanivell. Es
riviu aquest algorisme millorat.
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er Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 1314. Ordeneu la taula h6; 0; 2; 0; 1; 3; 4; 6; 1; 3; 2i amb l'algorisme d'ordena
ió ràpida i la par-ti
ió de Hoare.E 15. És estable l'algorisme de parti
ió de Hoare?E 16. Digueu quant triga l'algorisme d'ordena
ió ràpida amb la parti
ió de Hoare quan l'en-trada es troba...� permutada a l'atzar,� ordenada,� ordenada del revés,� amb tots els elements iguals.17. Sigui T [i::j℄ una taula amb n = j � i+ 1 elements. Considereu l'algorisme d'ordena
ióanomenat l'ordena
ió boja d'en Quim:� Si n � 2, la taula s'ordena trivialment.� Si n � 3, �dividim� la taula en tres intervals T [i::k � 1℄, T [k::`℄ i T [` + 1::j℄, onk = i + bn=3
, ` = j � bn=3
. L'algorisme ordena re
ursivament T [i::`℄, desprésordena T [k::j℄, i �nalment ordena de nou T [i::`℄.Demostreu que aquest algorisme ordena 
orre
tament. Doneu, raonadament, una re-
urrèn
ia per al temps que triga aquest algorisme i resoleu-la.P 18. Es
riviu un algorisme que 
ompti el nombre d'inversions d'una taula amb n elementsen temps O(n log n) en el 
as pitjor.P✰ 19. Sigui t[1::n℄ una taula d'enters. Dissenyeu un algorisme de 
ost O(n logn) que 
omptiel nombre d'elements del 
onjunt8<:i 2 1 : : : n : 0� Xj 6=i ; t[j℄<t[i℄ t[j℄1A < t[i℄9=; :Dissenyeu un algorisme de 
ost O(n log n) que 
ompti el nombre d'elements del 
onjunt8<:i 2 1 : : : n : 0� Xj<i ; t[j℄<t[i℄ t[j℄1A < t[i℄9=; :
✰✰ 20. Dissenyeu un algorisme de 
ost O(n logn) tal que, donada una taula amb n enters,
al
uli la subtaula 
onse
utiva no buida tal que la seva suma és el més propera possiblea 0.
✰✰ 21. Trobeu un algorisme de 
ost O(n) per al problema anterior suposant aquest 
op que lataula està ordenada.
✰✰ 22. Dissenyeu algorismes de 
ost O(n log n) que 
omptin el nombre d'elements dels 
onjuntsde�nits en els apartats següents:a) fi 2 1 : : : n : jfj : j 6= i ^ t[j℄ < t[i℄gj = i gb) fi 2 1 : : : n : jfj : j 6= i ^ t[j℄ < t[i℄gj = t[i℄ g
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) fi 2 1 : : : n : jfj : j < i ^ t[j℄ < t[i℄gj = i gd) fi 2 1 : : : n : jfj : j < i ^ t[j℄ < t[i℄gj = t[i℄ ge) fi 2 1 : : : n : jfj : j < i ^ t[j℄ < t[i℄gj = jfj : j > i ^ t[j℄ < t[i℄gj gf) fi 2 1 : : : n : jfj : j < i ^ t[j℄ < t[i℄gj = jfj : j < i ^ t[j℄ > t[i℄gj gE✰✰ 23. Dissenyeu un algorisme de 
ost �(log n) que, donades dues taules ordenades 
reixent-ment de n elements 
adas
una i un 
ert k, trobi el k-èsim element més petit global.
✰✰ 24. Repetiu l'exer
i
i anterior pero suposant ara que tenim 3 taules ordenades d'entrada.25. Dissenyeu i analitzeu un algorisme que solu
ioni el problema de les torres de Hanoi.26. Sigui V un ve
tor de n enters en ordre estri
tament 
reixent. Dissenyeu un algorismeO(log n) que retorni un índex i tal que V [i℄ = i si aquest existeix, �1 altrament.Repetiu el mateix problema suposant que el ve
tor pot 
ontenir elements repetits.P 27. Aquest problema estudia un algorisme de dividir i vèn
er per multipli
ar dos númerosde n = 2k bits. Re
ordeu que l'algorisme es
olar utilitza �(n2) passos.a) Siguin x i y dos números de n bits 
adas
un de forma que x = a2n=2 + b i quey = 
2n=2 + d. Comproveu que xy = (a2n=2 + b)(
2n=2 + d).Utilitzant aquesta idea, dissenyeu un algorisme de dividir i vèn
er per reduir lamultipli
a
ió de dos nombres de n bits a quatre multipli
a
ions de nombres de n=2bits que es 
ombinen mitjançant addi
ions i desplaçaments.Analitzeu el 
ost de l'algorisme resultant.b) L'any 1962, Karatsuba i Ofman van des
obrir una forma molt astuta per reduir lesanteriors quatre multipli
a
ions de nombres de n=2 bits a només tres: Comproveuque xy = ((a+ b)(
+ d)� a
� bd)2n=2 + a
2n + bd.Utilitzant aquesta idea, dissenyeu un nou algorisme de dividir i vèn
er i analitzeu-ne el 
ost.
) Com es generalitzen els algorismes anteriors quan n no és una potèn
ia de 2?P 28. Aquest problema estudia un algorisme de dividir i vèn
er per multipli
ar dues matriusn� n. Re
ordeu que l'algorisme 
làssi
 utilitza �(n3) passos.Utilitzant la vella dita del ��la per 
olumna�, el produ
te de dues matrius 2 � 2 s'obtéamb 8 produ
tes de reals:� a00 a01a10 a11 � �� b00 b01b10 b11 � = � a00 � b00 + a01 � b10 a00 � b01 + a01 � b11a10 � b00 + a11 � b10 a10 � b01 + a11 � b11 � :Cap a l'any 1967, Strassen va des
obrir que aquest produ
te de matrius es podia ferutilitzant només 7 produ
tes de reals. Per això, va de�nirm1 = (a00 + a11) � (b00 + b11)m2 = (a10 + a11) � (b00)m3 = (a00) � (b01 � b11)m4 = (a11) � (b10 � b00)m5 = (a00 + a01) � (b11)m6 = (a10 + a11) � (b00 + b01)m7 = (a01 + a11) � (b10 + b11)
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omprovar que� a00 a01a10 a11 � � � b00 b01b10 b11 � = � m1 +m4 �m5 +m7 m3 +m5m2 +m4 m1 +m3 �m2 +m6 � :L'avantatge d'aquest fet és que, apli
ant la idea re
ursivament, podem multipli
ar duesmatrius grans amb un temps inferior al �(n3) de l'algorisme 
làssi
: Suposeu que tenimdues matrius A i B de talla n�n 
adas
una essent n una potèn
ia de 2. Llavors podemde
ompondre el produ
te de les dues matrius en quatre blo
s de la mateixa talla de laforma següent:� C00 C01C10 C11 � = � A00 A01A10 A11 � � � B00 B01B10 B11 � :No és difí
il veure que hom pot tra
tar els blo
s d'aquestes matrius 
om si fossin númerosper obtenir el resultat 
orre
te. Per exemple, la matriu C00 de talla n2 � n2 
orrespon alprodu
te de matrius M1 +M4 �M5 +M7 on els Mi venen donats per les fórmules deStrassen, substituïnt números per matrius.a) Suposant que n és una potèn
ia de 2, quants passos requereix l'algorisme des
ritper multipli
ar dues matrius n� n?b) Quina senzilla modi�
a
ió apli
aríeu a l'algorisme per multipli
ar matrius n � nquan n no és una potèn
ia de 2? Quin 
ost tindria l'algorisme llavors?
) Doneu una �ta inferior per al problema de la multipli
a
ió de dues matrius n� n.P✰ 29. El problema de la Subseqüèn
ia Màxima 
onsisteix en, donada una taula A amb nenters, determinar la suma màxima que es pot trobar en qualsevol subtaula 
onse
utivade l'entrada. Per exemple, si la taula t 
onté els 10 elements31;�41; 59; 26;�53; 58; 97;�93;�23; 84llavors la Subseqüèn
ia Màxima és 187, que 
orrespon a la suma dels elements A[2 :: 6℄.Formalment, es vol 
al
ularmax( jXk=i A[k℄ : 0 � i < n; 0 � j < n) :Fixeu-vos que es pot triar una subtaula buida, que té suma 0.Es
riviu un algorisme �(n logn) per resoldre el problema de la Subseqüèn
ia Màximautilitzant una aproxima
ió de dividir i vèn
er.
✰✰ Es
riviu un algorisme �(n) per resoldre el mateix problema.30. Donats n valors reals (v1; : : : ; vn) dissenyar un algorisme que 
al
uli quant val la dife-rèn
ia d entre els dos valors més propers:d = min1�i;j�ni6=j fjvi � vjjg:Suggeriment: Feu servir l'algorisme de parti
ió del qui
ksort.
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✰✰ 31. Dada la lo
aliza
ión exa
ta y la altura de varios edi�
ios re
tangulares de la 
iudad,obtener la skyline, linea de re
orte 
ontra el 
ielo, que produ
en todos los edi�
ioseliminando las líneas o
ultas. Ejemplo: La entrada es una se
uen
ia de edi�
ios y unedi�
io se 
ara
teriza por una tripleta de valores (xmin; xmax; h).. Una posible se
uen
iade entrada para los edi�
ios de la siguiente �gura podría ser: (7,10,3), (9,12,7), (1,4,10),(3,8,5) y (11,13,10).

1

5

10

    1           3    4                 7                10               13Y ésta es la representa
ión de la skyline de la salida que se debe produ
ir:
1

5

10

    1           3    4                 7                10               13Su se
uen
ia aso
iada es : (1,4,10), (4,8,5),( 8,9,3), (9,11,7) y (11,13,10).32. Donada una taula v = (v0; : : : ; vn�1) amb n valors reals, dissenyeu un algorisme que
al
uli quant val la diferèn
ia d entre els dos valors més propers:d = min0�i;jn;i6=j jvi � vj j:P 33. Sigui a[0::n� 1℄, n > 0, un ve
tor d'enters diferents i ordenats 
reixentment. Dissenyeuun algorisme que retorni un índex k, 0 � k < n, tal que a[k℄ = k si existeix un índexque satisfà la 
ondi
ió. El 
ost del vostre algorisme ha de ser O(log n) en 
as pitjor.
✰ 34. Dissenyeu un algorisme e�
ient per al problema de la sele

ió múltiple: Donats un ve
torA[1::n℄ d'elements amb n > 0 i un ve
tor j[1::p℄ d'enters amb p > 0, on 1 � j[1℄ < j[2℄ <: : : < j[p℄ � n, 
al trobar els elements j[1℄-èsim, j[2℄-èsim, . . . , j[p℄-èsim del ve
tor A
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ió proposada ha de ser més �e�
ient� que l'evidentd'ordenar el ve
tor A o que la d'iterar un algorisme de sele

ió p vegades, una vegadaamb 
ada valor j[i℄ donat. Amb tot, no es demana demostrar que l'algorisme proposatés efe
tivament més e�
ient que les dues solu
ions trivials esmentades ni que se'n 
al
uliel 
ost (és un problema matemàti
ament 
omplex).Exemple: El ve
tor A 
onté elements següents: A[1℄ = 8, A[2℄ = 14, A[3℄ = 5, A[4℄ = 7,A[5℄ = 3, A[6℄ = 1, A[7℄ = 25 i A[8℄ = 2. El ve
tor j, que està ordenat 
reixentment,
onté els índexos dels elements de A que es vol obtenir si A estigués ordenat. Perexemple, j[1℄ = 2, j[2℄ = 5 i j[3℄ = 7. Aleshores, el resultat és (2; 7; 14).35. L'algorisme d'ordena
ió ràpida, qui
ksort, no és massa e�
ient per ordenar 
adenes,don
s la 
ompara
ió de dues 
adenes és una opera
ió 
ostosa (propor
ional a la longitudde les 
adenes 
omparades, en 
as pitjor). Pitjor en
ara, els inter
anvis són en
ara més
ostosos. Per aixó es demana el desenvolupament d'una variant de qui
ksort, vqs, perordenar e�
ientment n 
adenes. Per 
omençar, el ve
tor que rep 
om a entrada vqsno serà un ve
tor de n 
adenes, sinó un ve
tor de n apuntadors al primer 
arà
ter de
ada 
adena. El 
arà
ter 'n0' mar
a el �n d'una 
adena. Aquest símbol és menor quequalssevol altre 
arà
ter en l'ordre alfabèti
. La nota
ió A[i℄[j℄ permet a

edir al j-èsim
arà
ter de la 
adena i-èsima en el 
as que la longitud de la 
adena sigui inferior a j,mentre que A[i℄[j℄ = 'n0' si j és la longitud de la 
adena i estarà inde�nit en altre 
as.Com a ajut, el pro
edimient a dissenyar, un 
op feta la inmersió de par àmetres, tél'espe
i�
a
ió següent:/ / P r e : 0 � i; j < n , i+ 1 < j ,/ / t o t e s l e s 
 a d e n e s e n A[i::j℄ t e n e n u n p r e f i x 
 o m u/ / d e l o n g i t u d kvoid vqs (
har* A[ ℄, int i, int j, int k)/ / P o s t : A [ i . . j ℄ e s t a o r d e n a d o 
 r e i x e n t m e n t s e g o n s/ / l ' o r d r e a l f a b e t i 
La 
rida ini
ial seria don
s vqs(A, 0, n-1, 0). Cal que el vuestre algorisme sigui moltdetallat i que es dissenyin totes les fun
ions auxiliars que s'usin.P 36. Cal organitzar l'horari d'un 
ampeonat entre n jugadors, 
adas
un dels quals ha dejugar exa
tament una vegada 
ontra 
ada adversari. A més, 
ada jugador ha de jugarexa
tament un partit diari. Suposant que n és potèn
ia de 2, dissenyeu i implementeuun algorisme per 
onstruir l'horari que permeti a
abar el 
ampeonat en n � 1 dies.Analitzeu el 
ost de l'algorisme.
✰✰ 37. Donats un ve
tor A[1::n℄ de n > 0 elements i un ve
tor w[1::n℄ de pesos asso
iats(números reals positius), que satisfà P1�i�nw[i℄ = 1, la mediana ponderada de A ésl'element x = A[j℄ més gran tal queXA[l℄<xw[l℄ < 12 i XA[l℄�xw[l℄ � 12 ;és a dir, és l'element x de A més gran tal que la suma dels pesos asso
iats als elementsmenors que x és < 1=2 i la suma dels pesos asso
iats als elementos més grans o igualsque x és � 1=2. Es
riviu un algorisme e�
ient (al menys, el seu 
ost en 
as mig hauriade ser o(n logn)) per trobar la mediana ponderada de A i analitzeu-ne el 
ost.
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tor de ve
tors V [0 :: n � 1℄[2℄ amb informa
ió sobre n persones. Cadaposi
ió V [i℄ guarda els 
ognoms de la i-èsima persona: V [i℄[0℄ guarda el primer 
ognom,V [i℄[1℄ guarda el segon 
ognom.Volem ordenar el ve
tor amb l'ordre habitual: Primer, les persones amb primer 
ognommés petit. En 
as d'empat, van abans les persones amb segon 
ognom més petit. Su-poseu que no hi ha dues persones amb els mateixos dos 
ognoms.Per exemple, si el 
ontingut ini
ial de V fos01 0 1 2 3Gar
ia Roig Gar
ia GrauPi Negre Cases Negreel resultat �nal hauria de ser01 0 1 2 3Gar
ia Gar
ia Grau RoigCases Pi Negre NegreDe les 
ombina
ions següents, només una resol aquest problema en general. Digueuraonadament quina és i quin 
ost té en temps i en espai:(a) Primer ordenem V amb qui
ksort usant el primer 
ognom, després amb mergesortusant el segon 
ognom.(b) Primer ordenem V amb mergesort usant el primer 
ognom, després amb qui
ksortusant el segon 
ognom.(
) Primer ordenem V amb qui
ksort usant el segon 
ognom, després amb mergesortusant el primer 
ognom.(d) Primer ordenem V amb mergesort usant el segon 
ognom, després amb qui
ksortusant el primer 
ognom.39. Re
ordeu que una inversió en una taula T [1 : : : n℄ és un parell de posi
ions de la taulaen desordre, és a dir, un parell (i; j) tal que T [i℄ > T [j℄ amb 1 � i < j � n.(a) Demostreu que, si en una taula hi ha una úni
a inversió, llavors els dos elementsd'aquesta apareixen 
onse
utivament. És a dir, si (i; j) és l'úni
a inversió de lataula, llavors i+ 1 = j.(b) Des
riviu un algorisme de 
ost �(log n) en el 
as pitjor que, donada una taulad'enters T [1 : : : n℄ que només té una inversió i un element x, digui si x és a T .



Capítol 3Estru
tures de dades
Taules de dispersióP 1. Considereu una taula de dispersió d'en
adenament separat amb M = 10 posi
ions pera 
laus enteres i fun
ió de dispersió h(x) = x mod M .Començant amb una taula buida, mostreu 
om queda després d'inserir les 
laus 3441,3412, 498, 1983, 4893, 3874, 3722, 3313, 4830, 2001, 3202, 365, 128181, 7812, 1299, 999i 18267.P Mostreu 
om queda la taula de dispersió anterior quan s'apli
a una redispersió perenmagatzemar 20 posi
ions.2. Construïu la taula de dispersió d'en
adenament separat per a les 
laus 30, 20, 56, 75,31 i 19, amb 11 posi
ions i fun
ió de dispersió h(x) = x mod 11.Cal
uleu el nombre esperat de 
ompara
ions en una 
er
a amb èxit en aquesta taula.Cal
uleu el nombre màxim de 
ompara
ions en una 
er
a amb èxit en aquesta taula.P 3. Considereu una taula de dispersió oberta amb 20 posi
ions. Suposant que la taula ésbuida, mostreu 
om queda després d'inserir les 
laus 3441, 3412, 498, 1983, 4893, 3874,3722, 3313, 4830, 2001, 3202, 365, 128181, 7812, 1299, 999 i 18267 utilitzant explora
iólineal i prenent 
om a fun
ió de dispersió h(x) = x mod 10.4. Construïu la taula de dispersió oberta amb 11 posi
ions per a les 
laus 30, 20, 56, 75,31 i 19 i fun
ió de dispersió h(x) = x mod 11.Cal
uleu el nombre esperat de 
ompara
ions en una 
er
a amb èxit en aquesta taula.Cal
uleu el nombre màxim de 
ompara
ions en una 
er
a amb èxit en aquesta taula.E 5. Dissenyeu i analitzeu un algorisme que utilitzi taules de dispersió per 
omprovar quetots els elements d'una llista són diferents.6. Un programa en BASIC 
onsisteix d'una sèrie d'instru

ions numerades en ordre 
rei-xent. El 
ontrol de �ux es gestiona a través de les instru

ions GOTO x i GOSUB x, on xés un número d'instru

ió. Per exemple, el programa següent 
al
ula el fa
torial d'unnúmero:50 INPUT N60 LET F = 161 LET I = 1
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tures de dades73 IF I=N THEN GOTO 9976 LET F = F*I80 LET I = I+181 GOTO 7399 PRINT FLa instru

ió RENUM renumera les instru

ions del programa de forma que les linies vaginde 10 en 10. Per exemple, després de renumerar el programa anterior queda:10 INPUT N20 LET F = 130 LET I = 140 IF I=N THEN GOTO 8050 LET F = F*I60 LET I = I+170 GOTO 4080 PRINT FDes
riviu 
om implementar la instru

ió RENUM en temps lineal en el 
as mitjà.Arbres binaris de 
er
a7. Digueu si els arbres següents són arbres binaris de 
er
a o no i perquè.322512 34 35 4939 6764 79
423011 353225 39 4945 77 818. Partint d'un arbre binari de 
er
a buit, inseriu amb l'algorisme 
làssi
, l'una rera l'altra,la seqüèn
ia de 
laus 32; 15; 47; 67; 78; 39; 63; 21; 12; 27.9. Partint d'un arbre binari de 
er
a buit, inseriu amb l'algorisme 
làssi
, l'una rera l'altra,la seqüèn
ia de 
laus 12; 15; 21; 27; 32; 39; 47; 63; 67; 78.P 10. Partint de l'arbre binari de 
er
a següent, elimineu les 
laus 63; 21; 15; 32 l'una reral'altra. Expliqueu quin algorisme heu usat per eliminar les 
laus.321512 21 27 4739 6763 78
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ert o no que en un arbre binari de 
er
a no buit, l'element màxim pottenir �ll esquerre però no pot tenir �ll dret.12. Demostreu que el re
orregut en inordre d'un arbre binari de 
er
a visita els elements enordre 
reixent.� Per als problemes següents, utilitzeu aquesta de�ni
ió de tipus per als arbres binaris de
er
a:stru
t node {Elem x; / / I n f o r m a 
 i ó e n e l n o d enode* fe; / / P u n t e r a l f i l l e s q u e r r enode* fd; / / P u n t e r a l f i l l d r e tnode(Elem _x, node* _fe , node* _fdr): x(_x), fe(_fe), fd(_fd) {}~node () {delete fe; delete fd;}};typedef node* ab
; / / U n A B C e s d e n o t a p e r u n p u n t e r a l a s e v a a r r e l/ / ( n u l l s i é s b u i t )13. Implementeu una opera
ió ab
 
rear () que retorni un arbre binari de 
er
a buit.Quin és el seu 
ost?14. Implementeu una opera
ió bool hi_es (ab
 a, Elem x) que indiqui si l'element x ésa l'arbre binari de 
er
a a. Quin és el seu 
ost?15. Implementeu una opera
ió void afegir (ab
& a, Elem x) que afegeixi l'element x al'arbre binari de 
er
a a. Quin és el seu 
ost?16. Implementeu una opera
ió void treure (ab
& a, Elem x) que tregui l'element x del'arbre binari de 
er
a a. Quin és el seu 
ost?17. Implementeu una opera
ió Elem minim (ab
 a) que retorni l'element més petit de l'ar-bre binari de 
er
a no buit a. Quin és el seu 
ost?E 18. Implementeu una opera
ió Elem maxim (ab
 a) que retorni l'element més gran de l'ar-bre binari de 
er
a no buit a. Quin és el seu 
ost?19. La fusió de dos arbres binaris de 
er
a és un arbre binari de 
er
a que 
onté tots elselements de a1 i a2. Implementeu una opera
ió ab
 fusio (ab
& a1, ab
& a2) queretorni la fusió dels arbres binaris de 
er
a a1 i a2 (els dos arbres donats han de quedarbuits després de la 
rida). Quin és el seu 
ost?E 20. Dissenyeu una fun
ió list<Elem> entre (ab
 a, Elem x1, Elem x2) que, donat unarbre binari de 
er
a a i dos elements x1 i x2 amb x1 � x2, retorni una llista amb totsels elements de a que es trobin entre x1 i x2 en ordre de
reixent.Per exemple, donat l'arbre



22 � Anàlisi i Disseny d'Algorismes Estru
tures de dades20126 1513 19 30252321 35
i els valors 18 i 26, 
al retornar la llista h25; 23; 21; 20; 19i.Cal
uleu el 
ost del vostre algorisme en el 
as pitjor.P 21. Implementeu una fun
ió int menors (ab
 a, Elem x) que retorni el nombre d'ele-ments de l'arbre binari de 
er
a a que són estri
tament inferiors a x. Quin és el seu
ost?22. Dibuixeu l'arbre binari de 
er
a el re
orregut en preordre del qual és 8, 5, 2, 1, 4, 3, 6,7, 11, 9, 13, 12.23. Implementeu la fun
ió ab
 re
onstrueix (ve
tor<Elem> pre) que re
onstrueix unarbre binari de 
er
a a partir del seu re
orregut en preordre emmagatzemat en unve
tor pre. Quin és el seu 
ost?24. Implementeu una fun
ió void separa (ab
& a, Elem x, ab
& le, ab
& gt) que do-nat una arbre binari de 
er
a a, retorni dos arbres binaris de 
er
a le i gt on le 
ontétots els elements de a que són més petits o iguals que x i gt 
onté tots els elements dea que són més grans que x. L'arbre original a ha de quedar destruït.Per exemple, donat l'arbre binari de 
er
a següent713010 50 60 8275 9989i l'element x = 75, els arbres le i gt són els següents:713010 50 6075

82 9989



Estru
tures de dades Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 23Arbres AVLP 25. Doneu els tres arbres AVL resultants d'afegir les 
laus 31, 32 i 33 l'una després de l'altraen l'arbre AVL següent: 50251210 3530 40 706562 868326. Doneu els quatre arbres AVL resultants d'afegir les 
laus 18 i 12 i d'esborrar les 
laus 7i 30 a l'arbre AVL següent (apliqueu 
ada opera
ió a l'arbre obtingut anteriorment):201007 1513 17 3530
27. Dibuixeu un arbre AVL d'alçada màxima que tingui les 
laus 1, 2, . . . , 12.Altres di

ionaris28. Suposeu que es vol emmagatzemar un nombre d'elements proper a N , on N és un valorgran 
onegut a priori, de manera que es puguin fer tant e�
ientment 
om sigui possibleles opera
ions següents: bus
ar un element, inserir un element, esborrar un element,saber el nombre total d'elements. Quina estru
tura de dades usarieu?Si les opera
ions demanades fossin: bus
ar un element, inserir un element, esborrar unelement, obtenir el mínim element, i obtenir el màxim element, quina estru
tura dedades faríeu servir?29. Suposeu que implementem una taula de dispersió amb en
adenament separat, peròenllo
 de posar les 
laus que 
ol�lisionen en una llista en
adenada, les posem en unarbre AVL. Per exemple, si les 
laus 2, 3 i 7 i les 
laus 5 i 9 
ol�lisionessin, llavors estindria la situa
ió següent:
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tures de dades
��

32 7 5 9Suposeu que la taula té M posi
ions i n 
laus emmagatzemades, amb M = �(n).Considereu el 
ost de bus
ar una 
lau.� Quin és el 
as pitjor?� Quant 
osta bus
ar una 
lau en el 
as pitjor?� Quant 
osta bus
ar una 
lau en el 
as mitjà?Heaps30. Digueu si els arbres binaris següents són min-heaps o no i perquè.122445 24 3479 13201867 69 3547 4467 9831. Digueu si els arbres binaris següents són max-heaps o no i perquè.763412 21 5611 93502617 3524 2221 1232. Partint d'un min-heap buit, inseriu su

essivament les 
laus 45, 67, 23, 46, 89, 65, 12,34, 98, 76.33. Partint d'un max-heap buit, inseriu su

essivament les 
laus 45, 67, 23, 46, 89, 65, 12,34, 98, 76.34. Partint del max-heap següent, elimineu su

essivament l'element màxim �ns que quedibuit.



Estru
tures de dades Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 2584523618 12 4513 2923 21P 35. Donat el min-heap següent implementat en un taula,7 11 9 23 41 27 12 29dibuixeu l'arbre representat per la taula i, a 
ontinua
ió, dibuixeu l'evolu
ió dels 
ontin-guts del taula i de l'arbre representat, en apli
ar su

essivament les opera
ions d'inserirl'element 3 i eliminar el mínim.36. Considereu la de�ni
ió de tipus següent per a arbres binaris:stru
t node {node* fe;node* fd;int x;};typedef arbin node*;Implementeu una fun
ió bool min_heap (arbin a) que indiqui si l'arbre binari a ésun min-heap. Quin és el seu 
ost?37. Implementeu una fun
ió bool max_heap (arbin a) que indiqui si l'arbre binari a ésun max-heap. Quin és el seu 
ost?38. Convertiu la taula següent en un min-heap tot apli
ant l'algorisme de 
onstru

ió deheaps de dalt 
ap a baix.45 53 27 21 11 97 34 78E 39. Convertiu la taula següent en un min-heap tot apli
ant l'algorisme de 
onstru

ió deheaps de baix 
ap a dalt.45 53 27 21 11 97 34 78P 40. Valideu o desmentiu les a�rma
ions següents:(a) �Una taula amb els elements ordenats de menor a major és un min-heap.�(b) �Inserir en un max-heap amb n elements té 
ost �(log n) en el 
as pitjor.�(
) �Trobar l'element màxim en un min-heap té 
ost O(pn).�
✰ �Eliminar el màxim d'una 
ua de prioritats de n elements amb prioritats diferentsen un max-heap en taula té 
ost �(1) en el 
as millor.�41. En un heap k-ari amb k � 2, tot node té 
om a màxim k �lls (els heaps habituals sóndon
s heaps 2-aris). Doneu una representa
ió espa
ialment e�
ient d'un heap k-ari enuna taula, tot des
rivint la implementa
ió de les opera
ions que permeten anar d'unelement al seu pare i els seus k �lls.
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tures de dadesCues de prioritat42. Implementeu la 
lasse CuaDePrio següent per a 
ues de prioritats d'elements Elem totutilitzant un min-heap en una taula. Tra
teu els errors possibles.template <typename Elem > 
lass CuaDePrio {publi
:CuaDePrio (nat M = 100); / / C r e a u n a C u a D e P r i o b u i d a p e rM e l e m e n t s .CuaDePrio (CuaDePrio& q) / / C o n s t r u 
 t o r d e 
 ò p i a~CuaDePrio (); / / D e s t r u 
 t o rCuaDePrio& operator= (CuaDePrio& q); / / O p e r a d o r d ' a s s i g n a 
 i óvoid afegir (Elem x); / / A f e g e i x u n e l e m e n t xElem treure_min (); / / T r e u i r e t o r n a l ' e l e m e n t m í n i mElem minim (); / / R e t o r n a u n e l e m e n t a m b p r i o r i t a t m í n i m aint talla (); / / R e t o r n a l a t a l l a d e l a 
 u abool buida (); / / I n d i 
 a s i l a 
 u a é s b u i d a .};43. A 
ontinua
ió es dona una possible representa
ió de la 
lasse CuaDePrio del problemaanterior amb la implementa
ió del mètode afegir().template <typename Elem > 
lass CuaDePrio {private:nat M; / / C a p a 
 i t a tnat n; / / N o m b r e d ' e l e m e n t sElem* t; / / T a u l a o n e s g u a r d a e l h e a p ( l a p o s i 
 i ó 0 n o s ' u t i l i t z a )void surar (nat i) {if (i!=1 and t[i/2℄>t[i℄) {int x = t[i℄; t[i℄ = t[i/2℄; t[i/2℄ = x; / / 4surar(i/2);} }publi
:CuaDePrio (nat M_ = 100) : M(M_), n (0),t(new Elem[M_ + 1℄) {}void afegir (Elem x) {if (n == M) throw ErrorImpl("CuaDePrio plena.");t[++n℄ = x;surar(n);}};Apliqueu al 
odi anterior les millores següents l'una rera l'altra:(a) Passeu a iteratiu el 
odi re
ursiu �nal per surar elements.(b) Elimineu la seqüen
ia d'inter
anvis de la línia 4.(
) Utilitzeu la posi
ió 0 de la taula 
om a sentinella per eliminar la 
ondi
ió i!=1 dela 
er
a.



Estru
tures de dades Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 2744. Considereu el 
odi següent que llegeix n enters i els rees
riu en ordre de
reixent:priority_queue <int> CP;int x;while (
in >> x) {CP.push(x);}while (not CP.empty()) {
out << CP.top() << endl;CP.pop();}Digueu tant a
uradament 
om pugueu quin és el 
ost en espai i quin és el 
ost en tempsen el 
as pitjor d'aquest algorisme.P 45. Un arbre de prioritats és una estru
tura de dades que es pot fer servir per implementar
ues de prioritat. Per simpli�
ar, suposarem que totes les prioritats són diferents. Unarbre de prioritats és un arbre binari tal que per tot node, les prioritats dels nodes delseu �ll dret estàn entre la seva prioritat i la prioritat de l'arrel del seu �ll esquerre.Observeu que si un node no té �ll esquerre, llavors tampo
 pot tenir �ll dret.

pk

pk−2

p2

p1

p2<=p<p1

pk−1<=p<pk−2

pk<=p<pk−1

p3<=p<p2

pk−1

La �gura següent mostra un arbre de prioritats de 8 nodes format per la inser
ió su
-
essiva de les prioritats 3, 1, 8, 6, 4, 2, 7 i 5.
1

8

73

2 6

54Donada la de�ni
ió següent en C++stru
t node {int prio;node* left;node* right;};typedef node* arbreprio;
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tures de dades(a) Implementeu en C++ una fun
ióarbreprio insert(arbreprio a, int p)que donat un arbre de prioritats a i una prioritat p retorni l'arbre de prioritats re-sultant d'inserir un node amb prioritat p a l'arbre a.(b) Es
riviu la re
urrèn
ia per al 
ost en 
as pitjor de la fun
ió insert en fun
ió delnombre n de nodes de l'arbre on es fa la inser
ió. Resol la re
urrèn
ia. Justi�
ales teves respostes.46. Dissenyeu una estru
tura de dades per al 
onjunt dels enters amb les opera
ions i els
ostos temporals en 
as pitjor següents. Podeu suposar que es 
oneix una �ta superiorM del nombre d'elements del 
onjunt.Opera
ió Des
rip
ió Cas mitjà Cas pitjorS.add(x) Insereix l'element x enel 
onjunt S �(logn)S.del(x) Esborrar l'element xdel 
onjunt S �(logn)S.member(x) Indi
a si l'element x ésal 
onjunt S �(1) �(logn)S.min Retorna l'elementmínim del 
onjunt S �(1)S.max Retorna l'elementmàxim del 
onjunt S �(1)S.pred(x) Donat un elementx 2 S, retorna l'elementmàxim del 
onjuntfy 2 s : y < xg �(1) �(logn)S.su

(x) Donat un elementx 2 S, retorna l'elementmínim del 
onjuntfy 2 s : y > xg �(1) �(logn)S.
ount(x,y) Retorna el nombred'elements del 
onjuntfz 2 S : x � z � yg �(logn)
47. L'Édgar Gonzàlez (Ex-be
ari d'EDA, 
lassi�
at 15è millor programador del món alCon
urs de Programa
ió ACM-IBM 2004) és un freaky a qui li agrada usar l'expressió�arbre 
adu
ifoli�.Nosaltres de�nirem un arbre 
adu
ifoli 
om un arbre binari amb tots els nivells plens(ex
epte potser l'últim nivell, on els elements es troben el màxim a la dreta possible).Els arbres 
adu
ifolis tenen un mètode públi
 
au_fulla(), el qual esborra l'úni
a fullaque fa que l'arbre segueixi sent 
adu
ifoli.Per exemple, si apliquem 
au_fulla() en aquest arbre



Estru
tures de dades Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 297135 23 1711 29 193 31obtindrem l'arbre 7135 23 1711 193 31Si 
ontinuéssim fent 
aure fulles de l'arbre, ho farien en l'ordre 3, 31, 5, 23, et
.La representa
ió interna d'un arbre és la següent:
lass ArbreCadu
ifoli {stru
t node { / / C a d a n o d e t é :int elem; / / u n e l e m e n t d e t i p u s e n t e r ,node* esq , dre; / / p u n t e r s 
 a p a l s d o s f i l l s .};node* arrel; / / A r r e l d e l ' a r b r e .int n; / / N o m b r e d ' e l e m e n t s .publi
:void 
au_fulla();...}Implementeu en C++ el mètode 
au_fulla(), suposant 
om a pre
ondi
ió que l'arbreno és buit. És impres
indible que el vostre mètode tingui 
ost propor
ional a l'alçadade l'arbre.Els úni
s atributs de la 
lasse són el punter arrel i el 
omptador n; no se'n pot afegir
ap altre. Tampo
 podeu modi�
ar la de�ni
ió de node. Denoteu el punter nul ambnull. Podeu implementar i usar mètodes privats si us 
alen.Heapsort48. Implementeu una fun
ió void ordenar (ve
tor<Elem>& t) que ordeni una taula tamb l'algorisme heapsort (els elements són a les posi
ions 0 a t.size()� 1).
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tures de dades49. Quin és el 
ost en temps i espai de l'algorisme heapsort?50. És l'algorisme heapsort estable?51. La STL requereix que l'opera
ió sort() ha de tenir 
ost (n log n) en el 
as pitjor i hade ser in-situ. En 
anvi, l'opera
ió stable_sort() ha de tenir 
ost O(n log n) en el 
aspitjor i ha de ser estable. Quins algorismes d'ordena
ió podeu utilitzar per implementar
adas
una d'aquestes opera
ions?Busqueu quin algorisme d'ordena
ió utilitza la implementa
ió de l'algorisme sort i destable_sort de la STL al vostre ordinador.52. Expliqueu per què no se solen implementar les 
ues de prioritat amb arbres equilibrats.P✰✰ 53. Dissenyeu un algorisme de 
ost �(kn log n + n) que, donades n taules ordenades 
rei-xentment amb n elements 
adas
una i un 
ert kn, trobi el kn-èsim element més petitglobal.E✰ 54. L'algorisme partial_sort de la STL rep un ve
tor amb n elements i un valor m,1 � m � n, i reordena el ve
tor de manera que els seus m primers elements són els melements més petits del ve
tor original, en ordre 
reixent.(a) Expliqueu 
om es pot implementar aquesta fun
ió de manera que el seu 
ost en
as pitjor sigui O(n+m logn).(b) I 
om es podria implementar per a que el seu 
ost sigui O(n logm)?(
) Quan 
onvé usar la primera alternativa i quan la segona?Parti
ions55. De�nim log� n 
om el nombre de vegades que 
al apli
ar l'opera
ió de logaritme aun nombre n �ns que sigui menor o igual que 1. Per exemple, log� 16 = 3 perquèlog log log 16 = 1.� Per a quin número n tenim log� n = 4?� I per a quin número n tenim log� n = 5?� Quin és el límit de log� n quan n tendeix a in�nit?� Busqueu una aproxima
ió al nombre d'àtoms de l'univers; quin és el seu log�?P 56. Considereu la següent seqüèn
ia d'instru

ions apli
ades sobre mf-sets:
rear(15), unir(1,2), unir(3,4), unir(3,5), unir(1,7), unir(3,6), unir(8,9),unir(1,8), unir(3,10), unir(3,11), unir(3,12), unir(7,9), unir(3,13), unir(15,3),unir(14,15).� Simuleu l'algorisme bàsi
.� Simuleu l'algorisme amb unió per talla.� Simuleu l'algorisme amb unió per alçada.� Simuleu l'algorisme amb unió per talla i 
ompressió de 
amins.� Simuleu l'algorisme amb unió per alçada i 
ompressió de 
amins.



Estru
tures de dades Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 3157. Repetiu el problema anterior per a la seqüen
ia següent:
rear(10), unir(1,2), unir(2,3), unir(3,4), unir(4,5), unir(5,6), unir(6,7),unir(7,8), unir(8,9), unir(8,10), representant(1).58. Considereu la 
lasse següent per a parti
ions amb 
laus entre 0 i n� 1.
lass Parti
io {publi
:expli
it Parti
io (int n);/ / C o n s t r u 
 t o r . C r e a u n a p a r t i 
 i ó p e r a l s e l e m e n t s d e 0 a n./ / C a d a e n t e r e s t r o b a e n u n a 
 l a s s e d ' e q u i v a l è n 
 i a q u e/ / n o m é s e l 
 o n t é a e l l .Parti
io (Parti
io& p); / / C o n s t r u 
 t o r d e 
 ò p i aParti
io& operator= (Parti
io& p); / / O p e r a d o r d ' a s s i g n a 
 i ó~Parti
io (); / / D e s t r u 
 t o rvoid unir (int x, int y); / / U n e i x l e s 
 l a s s e s d e x i d e yint representant (int x); / / R e t . r e p r e s e n t a n t 
 a n ò n i 
 d e/ / l a 
 l a s s e d e xint talla (); / / R e t . l a t a l l a d e l a p a r t i 
 i óint operator[℄ (int x); / / E m b e l l i m e n t d e r e p r e s e n t a n t};Implementeu la 
lasse anterior tra
tant tots els possibles errors i analitzeu el 
ost de lesopera
ions públiques. Feu-ne 
in
 versions:� Implementant l'algorisme bàsi
.� Implementant l'algorisme amb unió per talla.� Implementant l'algorisme amb unió per alçada.� Implementant l'algorisme amb unió per talla i 
ompressió de 
amins.� Implementant l'algorisme amb unió per alçada i 
ompressió de 
amins.59. Implementeu de la forma el més e�
ient possible en el 
as pitjor la 
lasse següent per aparti
ions amb 
adenes 
om a 
laus.
lass Parti
io {publi
:expli
it Parti
io (); / / C o n s t r u 
 t o rParti
io (Parti
io& p); / / C o n s t r u 
 t o r d e 
 ò p i aParti
io& operator= (Parti
io& p); / / O p e r a d o r d ' a s s i g n a 
 i ó~Parti
io (); / / D e s t r u 
 t o rvoid unir (string x, string y); / / U n e i x l e s 
 l a s s e s d e x i d e ystring representant (string x); / / R e p r e s e n t a n t 
 a n ò n i 
 d e/ / l a 
 l a s s e d e xint talla (); / / R e t o r n a l a t a l l a d e l a p a r t i 
 i ó/ / ( n o m b r e d e 
 a d e n e s )};Observeu que 
al afegir les 
laus x i y 
ada 
op que aquestes no siguin dins de la parti
ió.





Capítol 4Grafs1. Es diu que Leonard Euler 
onsiderà el primer problema de grafs l'any 1735 a Königsberg(avui Kaliningrad), una 
iutat que 
omptava amb 7 ponts 
om es veuen al mapa.

La gent de Königsberg volia saber si era possible o no fer un tomb per la vila demanera que es passés exa
tament un 
op per 
adas
un dels ponts. Ajudeu els vilatansde Königsberg.2. Digueu si el graf següent és Eulerià.

3. Dibuixeu el graf G = (V;E) donat per:� V = f1; 2; 3; 4; 5; 6g� E = ff1; 2g; f1; 4g; f3; 2g; f4; 5g; f5; 1g; f5; 2gg
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onnex? Si no ho és, quants 
omponents 
onnexos té?4. Dibuixeu el graf dirigit G = (V;E) donat per:� V = f1; 2; 3; 4; 5g� E = f(1; 2); (1; 4); (3; 2); (4; 5); (5; 1); (5; 2)gÉs fortament 
onnex? És feblement 
onnex?5. Mostreu 
om es representen els dos grafs següents utilitzant una matriu d'adja
èn
ia illistes d'adja
èn
ia. Compteu el grau de 
ada vèrtex. Cal
uleu el diàmetre de 
ada graf.
AB
C

DE FG
H 01 37 5

2
6
8

46. Mostreu 
om es representen els grafs dirigits següents utilitzant una matriu d'adja
èn
iai llistes d'adja
èn
ia. Compteu el grau d'entrada i de sortida de 
ada vèrtex. Digueu siels grafs són fortament o feblement 
onnexos.
AB
C

DE FG
H 01 37 5

2
6
8

4P 7. Demostreu que en un graf no dirigit G = (V;E) es té Pu2V grau(u) = 2jEj.8. Considereu un graf no dirigit amb 
in
 vèrtexs, tots de grau tres. Si existeix tal graf,feu-ne un dibuix. Si no n'existeix 
ap, doneu una expli
a
ió enraonada.9. El graf de la �gura següent té n = 4253 vèrtexs i m = 12289 arestes.
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Suposeu que al vostre ordinador 
ada booleà o
upi un byte, 
ada enter quatre i 
adapunter quatre. Digueu quanta memòria 
al per emmagatzemar aquest graf utilitzantuna representa
ió amb matriu d'adja
èn
ia i utilitzant una representa
ió amb llistesd'adja
èn
ia.10. Repetiu el problema anterior per al graf següent, que té n = 156317 vèrtexs i m =1059331 arestes.

11. Llisteu totes les possibles seqüèn
ies de visita dels vèrtexs d'aquest graf dirigit, totapli
ant un re
orregut en profunditat que 
omen
i en el vèrtex E.
A

D
C EBF

12. Repetiu el problema anterior tot apli
ant un re
orregut en amplada que 
omen
i en elvèrtex B.



36 � Anàlisi i Disseny d'Algorismes GrafsE 13. (a) Dissenyeu i analitzeu un algorisme per 
al
ular el grau d'un vèrtex donat en ungraf no dirigit representat amb una matriu d'adja
èn
ia.(b) Dissenyeu i analitzeu un algorisme per 
al
ular el grau d'un vèrtex donat en ungraf no dirigit representat amb llistes d'adja
èn
ia.(
) Dissenyeu i analitzeu un algorisme per 
al
ular el grau d'entrada i de sortida d'unvèrtex donat en un graf dirigit representat amb una matriu d'adja
èn
ia.(d) Dissenyeu i analitzeu un algorisme per 
al
ular el grau d'entrada i de sortida d'unvèrtex donat en un graf no dirigit representat amb llistes d'adja
èn
ia.(e) Dissenyeu i analitzeu un algorisme per 
al
ular el grau d'entrada i de sortida detots els vèrtexs en un graf dirigit representat amb una matriu d'adja
èn
ia.(f) Dissenyeu i analitzeu un algorisme per 
al
ular el grau d'entrada i de sortida detots els vèrtexs en un graf no dirigit representat amb llistes d'adja
èn
ia.E(g) Dissenyeu i analitzeu un algorisme per 
al
ular el grau d'entrada i de sortida detots els vèrtexs en un graf dirigit representat amb llistes d'adja
èn
ia.14. Considereu la fun
ió següent sobre un graf no dirigit G = (V;E) amb n = jV j vèrtexs im = jEj arestes.int misteri(
onst graph& G) {int 
ompt = 0;forall_vertex(u, G)forall_adj_vertex(w, G[u℄)++
ompt;return 
ompt;} � Expliqueu breument què retorna la fun
ió.� Quin 
ost té la fun
ió, suposant que el graf G està implementat amb llistes d'ad-ja
èn
ia?15. Doneu, en ordre lexi
ogrà�
 i una a sota l'altra, totes les possibles ordena
ions topolò-giques del graf dirigit a
í
li
 següent:
BD C F EA16. Si al graf anterior li afegíssim un vèrtex aïllat, quantes ordena
ions topològiques tindria?(No les llisteu, només digueu quantes i expliqueu perquè.)P 17. La transposi
ió d'un graf dirigit G = (V;E) 
onsisteix en obtenir un nou graf dirigitGT = (V;ET ) on ET = f(u; v j (v; u) 2 Eg. Dissenyeu i analitzeu un algorisme quetransposi un graf dirigit representat amb una matriu d'adja
èn
ia.Feu el mateix amb un graf dirigit representat amb llistes d'adja
èn
ia.



Grafs Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 3718. El quadrat d'un graf G = (V;E) és un altre graf GQ = (V;EQ) on EQ = ffu; vg j 9w 2V j fu;wg 2 E ^ fw; vg 2 Eg. Dissenyeu i analitzeu un algorisme que, donat un grafrepresentat amb una matriu d'adja
èn
ia, 
al
uli el seu quadrat.Feu el mateix amb un graf representat amb llistes d'adja
èn
ia.P✰✰ 19. En un graf no dirigit, un quadre és un 
i
le de llargada 4. Dissenyeu un algorisme que,donat un graf no dirigit, digui si aquest 
onté algun quadre. Analitzeu la seva e�
ièn
iaen diferents representa
ions.P✰✰ 20. En una festa, un 
onvidat es diu que és una 
elebritat si tothom el 
oneix, però ell no
oneix a ningú (tret d'ell mateix). Les rela
ions de 
oneixença donen llo
 a un grafdirigit: 
ada 
onvidat és un vèrtex, i hi ha un ar
 entre u i v si u 
oneix a v.Doneu un algorisme que, donat un graf dirigit representat amb una matriu d'adja
èn
ia,indi
a si hi ha o no 
ap 
elebritat. En el 
as que hi sigui, 
al dir qui és. El vostrealgorisme ha de fun
ionar en temps O(n), on n és el nombre de vèrtexs.21. Dissenyeu i analitzeu un algorisme que 
al
uli el nombre de 
omponents 
onnexos d'ungraf no dirigit.P 22. Dissenyeu i analitzeu un algorisme que en temps O(jV j) determini si un graf no dirigit
onté 
i
les o no.23. Dissenyeu i analitzeu un algorisme que determini si un graf dirigit 
onté 
i
les o no.P 24. Una ordena
ió topològi
a inversa d'un graf dirigit a
í
li
 és una seqüèn
ia formada pertots els vèrtexs del graf tal que si (v; w) és una aresta del graf, llavors w apareix abansque v a la seqüèn
ia. A partir del re
orregut en profunditat, dissenyeu i analitzeu unalgorisme que obtingui una ordena
ió topològi
a inversa d'un graf dirigit i a
í
li
.25. Dissenyeu un algorisme de 
ost O(jV j) que determini si un graf no dirigit G = (V;E) ésun arbre o no.26. Dissenyeu un algorisme de 
ost O(jV j) que determini si un graf dirigit G = (V;E) és unarbre arrelat o no.27. Sigui G = (V;E) un graf dirigit amb m = jEj, n = jV j i m > n. Fixats dos vèrtexs delgraf, per exemple s i t, 
al 
onstruir un 
onjunt de 
amins disjunts de s a t. Els 
aminsdel 
onjunt no 
omparteixen 
ap vèrtex (ex
epte s i t) i es demana que el 
onjunt siguimaximal. En aquest 
as maximal vol dir que si afegim qualsevol altre 
amí al 
onjunt,els 
amins deixen de ser disjunts. Dissenyeu un algorisme que resolgui el problema entemps O(m).Per exemple, al graf següent, alguns del 
onjunts maximals possibles són:C1 = fhs; d; h; ti; hs; v; p; tig, C2 = fhs; h; v; tig, C3 = fhs; h; v; p; tig iC4 = fhs; h; ti; hs; v; tig.
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pv ts hd

✰✰ 28. Sigui G = (V;E) un graf dirigit a
í
li
 i sigui k la llargada del 
amí més llarg en G.Dissenyeu i analitzeu un algorisme que parti
ioni el 
onjunt V en, 
om a màxim, k + 1grups de vèrtexs de manera que per a tot parell de vèrtexs u;w diferents i pertanyental mateix grup no hi hagi 
amí de u a w ni de w a u. Una bona solu
ió té 
ost lineal.29. Una expressió aritmèti
a pot respresentar-se 
om un graf dirigit a
í
li
. Expliqueu 
omavaluar-la.30. Demostreu que tot graf no dirigit i 
onnex té, 
om a mínim, un vèrtex u tal que si elimi-nem el vèrtex u i totes les seves arestes in
idents, el graf resultant 
ontinua sent 
onnex.Dissenyeu i analitzeu un algorisme que trobi un vèrtex d'aquestes 
ara
terístiques.
✰✰ 31. Sigui G = (V;E) un graf no dirigit 
omplet. Sigui G0 = (V;E0) un graf dirigit en el queE0 
onté les mateixes arestes que E però assignant una orienta
ió arbitraria a 
adas
unad'elles. Demostreu que G0 
onté 
om a mínim un 
amí Hamiltonià. Dissenyeu i analitzeuun algorisme que 
al
uli tal 
amí.
✰✰ 32. Es diu que un vèrtex d'un graf 
onnex és un punt d'arti
ula
ió del mateix si en suprimiraquest vèrtex i totes les aristes que hi in
ideixen, el graf resultant deixa de ser 
onnex.Per exemple, un graf en forma d'anell no té 
ap punt d'arti
ula
ió mentre que tot nodeque no sigui fulla d'un arbre és punt d'arti
ula
ió. Dissenyeu un algorisme que donat ungraf 
onnex no dirigit G = (V;E), indiqui quins vèrtexos del graf són punts d'arti
ula
ió.Cal
uleu el seu 
ost. Indiqueu quina implementa
ió del graf és la que propor
iona unalgorisme més e�
ient.33. Donat un graf G = (V;E) no dirigit amb n = jV j, dissenyeu un algorisme que donadauna 
onstant natural k � 0 
al
uli el subgraf induït màxim H = (U;F ), si existeix. Elsubgraf indu ït màxim H ha de 
omplir que tots els seus vèrtexos tinguin grau més grano igual que k. Feu-ne una anàlisi de l'e�
ièn
ia.Ajut: Comen
eu l'anàlisi resolent aquests tres 
asos: n � k, n = k + 1 y n > k + 1.Per exemple, donat el graf següent:

12

3
4

5

6 7



Grafs Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 39el subgraf induït màxim quan k = 2 és
2

3
4

5

6 7Aquest també és un subgraf induït de grau 2 però no és m àxim:
2

3
4

5

✰✰ 34. Sigui G = (V;E) un graf no dirigit i 
onnex. Dissenyeu i implementeu un algorismee�
ient per determinar un 
onjunt base dels 
i
les simples del graf. Cal propor
ionarles arestes que formen 
adas
un dels 
i
les simples. Noteu que una aresta pot pertànyera m és d'un 
i
le simple. Per fa
ilitar l'es
riptura de l'algorisme, la solu
ió es retornaràen una llista els elements de la qual seran els 
i
les simples trobats, on 
ada 
i
le seràla llista d'arestes que el 
omponen.De�ni
ions ne
essàries:Ci
le simple: És una seqüèn
ia S de vèrtexos, tots ells diferents ex
epte els extremsque són iguals, tal que S = hv1; v2; : : : ; vi; : : : ; vri, jSj � 4 i 
ompleix que per a toti, 1 � i < r, (vi; vi+1) 2 E.Conjunt base: Un 
onjunt de 
i
les simples és base si la uni ó de les arestes que 
onté
oin
ideix exa
tament amb el 
onjunt de todes les arestes de G que formen partd'algún 
i
le.Per exemple, donat el graf de la �gura següent,
a b c d

ef



40 � Anàlisi i Disseny d'Algorismes Grafsun possible 
onjunt base seriaB = fh(b; 
); (
; d); (d; e); (e; f); (f; b)i;h(
; d); (d; e); (e; f); (f; 
)i;h(
; d); (d; e); (e; 
)ig:
✰✰ 35. Donat un graf dirigit G = (V;E) i dos dels seus vèrtexos p i q, dissenyeu un algorismeque retorni una llista amb tots els 
amins elementals que van de p a q en G. Una bonaversió re
orre 
ada aresta un sol 
op. Raoneu la seva 
orre
tesa i analitzeu-ne el 
ost.Re
uerdeu que un 
amí elemental és aquell en què no es repeteixen vèrtexos.
✰✰ 36. Dissenyeu un algorisme e�
ient per trobar el que es denomina enllaços 
ríti
s en unaxarxa d'ordinadors, és a dir, aquelles 
onnexions entre nodes que en 
as d'avaria deixa-rien parts de la xarxa des
onne
tades de la resta. No hi ha més d'un enllaç entre dosnodes qualssevol de la xarxa, però si 
ap enllaç no falla, la xarxa és 
onnexa. Cal
uleul'e�
ièn
ia de l'algorisme en termes del número de nodes n Iy el número d'enllaços mentre nodes. No es 
onsiderarà vàlida una solu
ió 
onsistent en llevar una aresta, 
om-provar si el graf 
ontinua essent 
onnex o no, repetir el mateix amb una altra aresta, iamb una altra, i amb una altra, . . .
✰✰ 37. Com pot variar el número de 
omponents fortament 
onnexos d'un graf dirigit en afegir-hi un nou ar
? Justi�queu la vostra resposta. Convé emprar en el raonament el denomi-nat graf de 
omponents GSCC . Aquest graf té un vèrtex per 
ada 
omponent fortament
onnex del graf original G. Existeix un ar
 entre dos vèrtexos de GSCC , si existeix unar
 en G que uneix dos vèrtexos dels 
orresponents 
omponents fortament 
onnexos.38. Dissenyeu un algorisme que, donat un graf no dirigit G = (V;E) i un sub
onjunt V 0 � Vdels seus vèrtexs, trobi el mínim de les distàn
ies entre qualssevol dos vèrtexs en V 0 (sino hi ha 
ap 
amí entre els vèrtexs de V 0, retorneu +1).Per exemple, en el graf següent, 
aldria retornar 2 quan V 0 = fA;G; Ig.

A
B C

D
E
F G

H I J
1 87 31 1 2 41

1 2 122 23
19 23 A

B C
D

E
F G

H I J
12 2417 3313 21 21 14

41 22 5141 1213
12 123 14

3
Suposeu que el graf es troba representat per llistes d'adja
èn
ia. El vostre algorismeha de tenir 
ost (jV j(jV j + jEj)). Formuleu el vostre algorisme amb un grau de detallprou gran perquè tots els seus elements quedin ben 
lars. Argumenteu la 
orre
tesa dela vostra solu
ió.39. Dissenyeu un algorisme que, donat un graf no dirigit G = (V;E) i un vèrtex u 2 V ,
al
uli la llargada del 
i
le més 
urt que passi per u (si no n'hi ha 
ap, retorneu +1).Ajut: Penseu en esborrar u de G i utilitzar l'algorisme del problema anterior tot es
ollintun 
onjunt V 0 adequat.



Capítol 5Solu
ionsAnàlisi d'algorismesSolu
ió 1.5: Se demuestra por indu

ión. Sea Sk = Pki=1 i2�i. Para k = 1, S1 = 1=2 quees igual a la expresión 2�k2�k� 21�k = 2� 1=2� 1 = 1=2. Estable
ida la base de indu

ión,suponemos que la fórmula es 
orre
ta para k, y demostramos que enton
es es también 
orre
tapara k + 1:Sk+1 = Sk + (k + 1)2�(k+1) = 2� k2�k � 21�k + (k + 1)2�(k+1)= 2� 2k2�(k+1) � 21�k + (k + 1)2�(k+1)= 2� (k + 1)2�(k+1) + 2 � 2�(k+1) � 21�k= 2� (k + 1)2�(k+1) + 2�k � 21�k= 2� (k + 1)2�(k+1) + 2�k(1 � 2) = 2� (k + 1)2�(k+1) � 21�(k+1):Solu
ió 1.8: Grá�
amente Hn es la suma del área de n re
tángulos, 
ada uno de los 
ualestiene una base de longitud 1 y una altura de 1=i, i = 1::n. El re
tángulo i-ésimo tiene subase entre i� 1 e i y su área es menor que el área de la fun
ión 1=x entre x = i� 1 y x = i,si i > 1, y su área es 1 si i = 1; su área es mayor que el área de la fun
ión 1=(x + 1) entrex = i� 1 y x = i. Por lo tanto, sumando para i = 1 a i = n,Z n0 dx1 + x � nXi=1 1i � 1 + Z n1 dxx :Es de
ir,ln(1 + x)jn0 = ln(n+ 1) � Hn � 1 + ln(x)jn1 = 1 + lnn:Luego Hn = �(lnn). De he
ho, Hn = lnn+O(1).Solu
ió 1.12: Com que el temps que es triga és f(n) �s, la talla més gran que es potpro
essar en t �s és bf�1(t)
, on f�1 és la fun
ió inversa de f , e.g., si f(n) = pn, f�1(t) = t2.Només 
al tenir en 
ompte que 1 segon = 106�s, 1 minut = 6 � 107 �s, 1 hora = 3:6 � 109 �s, 1dia = 8:64 � 1010 �s, 1 mes = 2:592 � 1012 �s, 1 any = 3:1536 � 1013 �s i 1 segle = 3:1536 � 1015�s. A la taula hi ha entrades mar
ades amb '*', don
s es tra
ta de números in
on
ebiblementgrans.



42 � Anàlisi i Disseny d'Algorismes Solu
ions1 segon 1 minut 1 hora 1 dia 1 mes 1 any 1 seglelogn 9:9 � 10301029 5:5 � 1018061799 * * * * *pn 1012 3:6 � 1015 1:296 � 1019 7:46496 � 1021 6:718464 � 1024 9:945192969 � 1026 9:945192960 � 1030n 106 6 � 107 3:6 � 109 8:64 � 1010 2:592 � 1012 3:1536 � 1013 3:1536 � 1015n2 1000 7745 60000 293938 1609968 5615692 56156922n3 100 391 1532 4420 13736 31593 1466452n 19 25 31 36 41 44 51Solu
ió 1.13: Supongamos que el algoritmo de tiempo lineal tiene 
omplejidad TA(n) = a�n.Se nos di
e que si n = 108 enton
es TA(n) = T . Y también se nos di
e que la 
onstante depropor
ionalidad o
ulta es siempre la misma, así que el otro algoritmo tiene 
omplejidadTB(n) = anpn. Por lo tanto,TB(n) = T108npn:Si disponemos de un tiempo T y despejamos nT = T108npn =) npn = 108 =) n = 1016=3 = 215443:469Si los pro
esadores pasan a ser 100 ve
es más rápidos enton
es el algoritmo lineal podráresolver una instan
ia de tamaño 1010 en el tiempo T y por el razonamiento de antes tendremosnpn = 1010 =) n = 1020=3 = 4641588:834Solu
ió 1.14: Per ordre de 
reixement, de menor a major, tenim:� nlnn ; nlog2 n 2 �� nlog n�, ja que la base dels logaritmes no és rellevant.� 3 ln(7n) = 3n ln(7) 2 �(n)� 5n lnn; log�(nn) = n log� n 2 �(n logn)� 4npn 2 �(n3=2)Solu
ió 1.16: Fragmento 5: El 
oste de la senten
ia más interna(s++) es �(1). El bu
lede la j ha
e exa
tamente i itera
iones, por lo que su 
oste es, por la regla del produ
to,�(i). Para ser más pre
isos el 
oste es �(minfi; 1g) = �(i+ 1). El bu
le más externo,de la i, ha
e exa
tamente n itera
iones; pero el 
oste de 
ada itera
ión varía, así que el
oste esn�1Xi=0 �(i+ 1) = � nXi=1 i! = ��n(n+ 1)2 � = �(n2)Fragmento 9: El 
oste de este algoritmo es propor
ional al número de itera
iones del bu
le,ya que el 
uerpo del bu
le tiene 
oste 
onstante. En 
ada itera
ión se dobla el valor dei, hasta que supera a n. El número de itera
iones k es el menor entero tal que 2k > n,es de
ir, k� 1 � log2 n < k, o di
ho de otro modo k = dlog2 ne. Por lo tanto el 
oste es�(logn).Solu
ió 1.22: / / A y B s o n m a t r i 
 e s m� nvoid suma_matri
es(double A[℄[℄, double B[℄[℄,double C[℄[℄, int m, int n) {for (int i = 0; i < m; ++i)for (int j = 0; j < n; ++j)C[i℄[j℄ = A[i℄[j℄+B[i℄[j℄;}



Solu
ions Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 43El 
oste del 
uerpo del bu
le interno (sobre j) es 
onstante. El bu
le sobre j ha
e n vueltas,así que su 
oste es �(n). El 
oste del bu
le externo (sobre i) es m ve
es �(n) puesto que seha
en m itera
iones. Así el 
oste del algoritmo es �(m �n). Cuando m = n, el 
oste es �(n2).Se di
e que el algoritmo es lineal puesto que la entrada 
onsiste en 2n2 números. Si llamamosN al tamaño de la entrada el 
oste del algoritmo es �(N), así que es lineal.El resultado C de sumar dos matri
es n� n 
onsiste en una matriz de n2 números. El
oste mínimo posible vendrá de �pagar� un 
oste 
onstante para 
al
ular (y alma
enar en C)
ada uno de esos números. Por tanto la 
omplejidad de 
ualquier algoritmo que sume dosmatri
es n� n es 
(n2).Solu
ió 1.27: Apli
amos en todos los 
asos el teorema maestro para re
urren
ias substra
-toras de la forma T (n) = a � T (n� 
) + �(nk).� Como a = 1 la solu
ión es �(nk+1). En este 
aso, T (n) = �(n).� Aunque 
 = 2, la solu
ión sigue siendo T (n) = �(n).� Tenemos a = 
 = 1 y k = 1; por tanto T (n) = �(n2).� Tenemos a = 2 > 1 y por lo tanto la solu
ión es �(an=
) = �(2n).Solu
ió 1.28: Usamos el teorema maestro para re
urren
ias divide-y-ven
erás, es de
ir, dela forma T (n) = a � T (n=b) + �(nk); en 
ada 
aso 
al
ularemos � = logb a.� a = b = 2; k = 0. Como � = 1 > 0 el resultado es T (n) = �(n�) = �(n).� a = b = 2; k = 2; � = 1 < 2 y la solu
ión es por tanto T (n) = �(nk) = �(n2).� Aquí a = b = 2; k = 1 y � = 1 = k; además sobre el 
oste no re
ursivo sólo tenemosuna 
ota superior O(�). Así que T (n) = O(n logn).� a = 4; b = 2; k = 2; 
omo � = log2 4 = 2 = k tenemos T (n) = �(n2 log n).� En este 
aso a = 1 y b = 10=9 (ojo! no es 9/10!!); además k = 1. Como � = log 109 1 =0 < k la solu
ión es T (n) = �(n).Solu
ió 1.37: Usando el teorema maestro obtenemos TA(n) = �(nlog2 7). El exponenteestá entre 2 y 3. En el segundo algoritmo el 
oste depende de x: si log4 x > 2 enton
esTB(n) = �(nlog4 x). Si log4 x = 2 enton
es el 
oste es �(n2 log n) y si log4 x < 2 enton
esel 
oste es �(n2). Para que los 
ostes de A y B se igualen hemos de tener log2 7 = log4 x.O equivalentemente TA(n) = �(TB(n)) si y sólo si 4log2 7 = 4log4 x = x. En otras palabras six = 4log2 7 = 49 enton
es A y B tienen el mismo 
oste asintóti
o, si x < 49 enton
es B es másrápido y si x > 49 enton
es A es mejor. Así que x = 48 es el entero más grande para el 
ualB es asintóti
amente mejor que A.Solu
ió 1.38: Sea F (n) el 
oste en 
aso peor de la fun
ión F 
uando el tamaño del subve
tora pro
esar es n = j � i+ 1. Si n = 0 enton
es F (0) = 
te.; si n > 0 enton
es se ha
en 
uatrollamadas re
ursivas 
ada una de las 
uales re
ibe un subve
tor 
on aproximadamente n=4elementos y algunos 
ál
ulos sen
illos. Por lo tantoF (n) = �(1) + 4F (n=4); n > 0;
uya solu
ión es F (n) = �(n), ya que el 
oste no re
ursivo es �(n0) y log4 4 = 1 > 0.



44 � Anàlisi i Disseny d'Algorismes Solu
ionsSolu
ió 1.39: Anali
emos en primer lugar el algoritmo A. En el 
aso re
ursivo se ha
en tresllamadas, 
ada una de las 
uales opera sobre un subve
tor 
on aproximadamente la mitad delos elementos de la entrada original. El 
oste no re
ursivo 
orresponde a la llamada a f yalgunos 
ál
ulos sen
illos, de manera que es �(1). Por lo tanto, el 
oste TA(n) del algoritmoA satisfa
e la siguiente re
urren
iaTA(n) = 3TA(n=2) + �(1):Apli
amos el teorema maestro 
on a = 3, b = 2 y k = 0. Como � = logb a = log2 3 > 0, lasolu
ión es TA(n) = �(n�) = �(nlog2 3) = �(n1:58:::).El 
oste del segundo algoritmo viene des
rito por la re
urren
ia divisoraTB(n) = 3TB(n=3) + �(n)Apli
ando de nuevo el teorema maestro 
on a = 3 = 31 = bk, la solu
ión es TB(n) =�(n log n).El algoritmo B es asintóti
amente más e�
iente que A, ya que n log n = o(nlog2 3).Algorismes de dividir i vèn
erSolu
ió 2.2: � Fragment 1: No fun
iona si la taula només té una posi
ió i un elementque és més gran que el que es bus
a. Per exemple quan T = h1i i x = 0, es penja.� Fragment 2: No fun
iona si la taula només té una posi
ió i un element que és més petitque el que es bus
a. Per exemple quan T = h0i i x = 1, a

edeix a una posi
ió que noexisteix. Tampo
 fun
iona quan la taula és buida.� Fragment 3: No fun
iona quan quan T = h10; 20i i x = 30, a

edeix a una posi
ió queno existeix a la segona itera
ió.Solu
ió 2.5: Para que la búsqueda ternaria pueda fun
ionar el ve
tor debe estar ordenado.Supondremos que está ordenado 
re
ientemente. Nuestro algoritmo re
ursivo bus
a un ele-mento dado x en el subve
tor de v delimitado por los índi
es i y j. Es de
ir, en todo momentomantendremos 
omo invariante que v[i℄ � x < v[j℄./ / P r e : v[i℄ � x < v[j℄ , v o r d e n a d o 
 r e 
 i e n t e/ / P o s t : k = b u s q u e d a _ t e r n a r i a ( v , i , j , x ) =) v[k℄ � x < v[k + 1℄template <typename Elem >int busqueda_ternaria(
onst ve
tor<Elem >& v, int i, int j,
onst Elem& x) {int n = j - i + 1;if (n < 3) return 
aso_base(v, i, j, x);/ / n >= 3int d = n / 3;if (x < v[i + d℄) return busqueda_ternaria(v, i, i+d, x);if (x < v[j - d℄) return busqueda_ternaria(v, i+d, j-d, x);return busqueda_ternaria(v, j-d, j, x);}/ / P r e : j � i+ 1 � 2 , v[i℄ � x < v[j℄template <typename Elem >int 
aso_base(
onst ve
tor<Elem >& v, int i, int j,
onst Elem& x) {
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 i a l : x e s m a y o r q u e 
 u a l q u i e r e l e m e n t o d e vif (v[v.size() - 1℄ <= x) return v.size() - 1;int k = i;while (k < j && v[k+1℄ <= x)++k;return k;}La llamada ini
ial es k = busqueda_ternaria(v, -1, v.size(), x), y podemos asumir quehay dos elementos �
ti
ios v[�1℄ = �1 y v[v:size()℄ = +1 para que el invariante se 
umpladesde el prin
ipio. Después de la llamada, si k = �1 enton
es x es menor que 
ualquierelemento del ve
tor y si lo insertáramos debería ser el primero; si k � 0 enton
es 
omparamosv[k℄ 
on x. Si son iguales enton
es x está en v, en la posi
ión k; si son diferentes enton
es xno está en v y si lo insertáramos deberíamos ha
erlo en la posi
ión k + 1.El 
oste de este algoritmo satisfa
e la siguiente re
urren
ia:T (n) = T (n=3) + �(1); n � 3;de manera que apli
ando el master theorem para re
urren
ias de divide y ven
erás obtenemosque T (n) = �(log n). Es de
ir, asíntoti
amente idénti
o al 
oste de la búsqueda binaria. Sibien el número de llamadas re
ursivas que efe
túa la búsqueda ternaria es menor (� log3 n,frente a las � log2 n de la búsqueda binaria), el 
oste de 
ada llamada re
ursiva es mayor (seha
e una 
ompara
ión más que en la búsqueda binaria en 
ada llamada re
ursiva), por lo queno resulta más interesante que la búsqueda binaria.Solu
ió 2.18: Una solu
ió 
onsisteix a dividir la taula en dues meitats, vèn
er 
omptantre
ursivament el nombre d'inversions en 
ada meitat per separat, i 
ombinar 
omptant elnombre d'inversions entre elements de meitats diferents, retornant la suma del tres nombresd'inversions. Òbviament, T (n) = 2T (n=2) + �(n2) = �(n2), per la qual 
osa 
al trobar unalgorisme de 
ombina
ió més e�
ient.El nombre d'inversions entre elements de meitats diferents es pot 
omptar fà
ilment entemps �(n) una vegada hem ordenat 
adas
una de les dues meitats, amb la qual 
osa tenimque T (n) = 2T (n=2) + �(n logn) = �(n log2 n).Suposant, però, que les dues meitats es troben ordenades, podem 
omptar en temps�(n) el nombre d'inversions entre elements de meitats diferents mentre fusionem les duesmeitats en una taula ordenada, també en temps �(n), amb la qual 
osa tenim que T (n) =2T (n=2) + �(n) = �(n log n).pro
edure ComptarInversions(A, num_inv)num_inv  0ComptarInversions(A; 0; A:size()� 1; num_inv)end pro
edurepro
edure ComptarInversions(A, i, j, num_inv)if i < j thenm (i+ j)=2;ComptarInversions(A; i;m; num_inv)ComptarInversions(A;m+ 1; j; num_inv)FusionaComptant(A; i;m;m + 1; j; num_inv)end ifend pro
edurepro
edure FusionaComptant(A, i, i0, j, j0, num_inv)
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ionsk  0while i � i0 ^ j � j0 doif A[i℄ � A[j℄ thenB[k℄ A[i℄; i i+ 1elseB[k℄ A[j℄; j  j + 1num_inv  num_inv + i0 � i+ 1end ifk  k + 1end whilewhile i � i0 doB[k℄ A[i℄; i i+ 1; k  k + 1end whilewhile j � j0 doB[k℄ A[j℄; j  j + 1; k  k + 1end whilefor k  0 to j � i doA[i+ k℄ B[k℄end forend pro
edureSolu
ió 2.19: Para resolver la primera 
uestión, ordenaremos en primer lugar el ve
tor t
re
ientemente, y mediante un bu
le que lo re
orre una vez ordenado, obtenemos sus sumaspar
iales:sort(t.begin(), t.end());ve
tor<int > sumpar
(t.size() + 1);sumpar
[0℄ = 0;for (int i = 1; i < sumpar
.size(); ++i)sumpar
[i℄ = sumpar
[i-1℄ + t[i-1℄;Llamemos t0 al ve
tor t una vez ordenado. Enton
essumpar
[i℄ =Xj<i t0[j℄ = Xt[j℄<t0[i℄ t[j℄:Para en
ontrar la respuesta que nos piden bastará re
orrer el ve
tor de sumas par
iales y
ontabilizar 
ada elemento tal que sumpar
[i℄ < t0[i℄. El algoritmo queda así:int 
ontar(ve
tor<int >& t) {sort(t.begin(), t.end());ve
tor<int > sumpar
(t.size() + 1);sumpar
[0℄ = 0;for (int i = 1; i < sumpar
.size(); ++i)sumpar
[i℄ = sumpar
[i-1℄ + t[i-1℄;int 
ont = 0;for (int i = 0; i < t.size(); ++i)if (sumpar
[i℄ < t[i℄) ++
ont;return 
ont;}El 
oste del algoritmo es O(n logn), que 
orresponde al 
oste de la ordena
ión; los dos bu
lesposteriores tiene 
oste �(n).



Solu
ions Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 47Una solu
ión alternativa 
ombina todos estos pasos y 
onsiste en una varia
ión de qui
k-sort en la que la parti
ión 
al
ula la suma de los elementos del subve
tor a la izquierda delpivote, y si di
ha suma es menor que el pivote enton
es se in
rementa el 
ontador de elementosdel 
onjunto. El pro
edimiento re
ibe adi
ionalmente la suma de los elementos por debajodel subve
tor A[i::j℄ pro
esado./ / s u m p r e 
 = s u m ( a [ k ℄ , k = 0 . . i - 1/ / 0 < = i <= j < n = a . s i z e ( )int 
ontar(
onst ve
tor<int >& a, int i, int j,int sumpre
) {if (i == j) {if (sumpre
 < a[i℄) return 1;else return 0;} else { / / i < jint k; int sumpar
 = 0;/ / r e o r g a n i z a a d e m o d o q u e/ / a [ i . . k - 1 ℄ < a [ k ℄ < a [ k + 1 . . j ℄/ / y s u m p a r 
 = = s u m ( a [ r ℄ , r = i . . k - 1 )parti
ionar(a, i, j, k, sumpar
);int 
ontizq = 
ontar(a, i, k-1, sumpre
);int 
ontder = 
ontar(a, k+1, j, sumpre
 + sumpar
 + a[k℄);if (sumpre
 + sumpar
 < a[k℄)return 
ontizq + 
ontder + 1;elsereturn 
ontizq + 
ontder;}Solu
ió 2.27: El següent diagrama mostra les dades d'entrada x i y i el seu resultat, i 
omes poden des
omposar: a b
 da
 ad+ b
 bdn=2 na. Cal fer 4 
rides re
ursives per a 
al
ular els produ
tes a � 
, b � d, a � d i b � 
. A méss'hauran de fer de
alatges per a multipli
ar per 2n i 2n=2, i la suma a � d+ b � 
. Aquestopera
ions tenén totes 
ost �(n). Així don
s el 
ost de l'algorisme de multipli
a
iósatisfà: T (n) = 4T (n=2) + �(n), i la solu
ió és T (n) = �(nlog2 4) = �(n2).b. Podem estalviar una 
rida re
ursiva fent més opera
ions de suma (o resta) a la part nore
ursiva. Només 
aldrà 
al
ular els produ
tes U = a � 
, V = b �d i W = (a+ b) � (
+d).Llavors ad+b
 = (a+b)(
+d)�a
�bd = W�U�V . El 
ost vé donat per la re
urrèn
ia:T (n) = 3T (n=2) + �(n), la solu
ió de la qual és T (n) = �(nlog2 3) � �(n1;58).
. Omplint de zeros a l'esquerra �ns arribar a una potèn
ia de 2. Només passem de n amenys de 2n bits.Solu
ió 2.28: a) Aquest algorisme requereix 7 
rides re
ursives al produ
te de matrius i17 sumes/restes de matrius. La part no re
ursiva de l'algorisme té 
ost �(n2); llavors el
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ions
ost de l'algorisme de Strassen és M(n) = �(n2) + 7M(n=2). Donat que � = log2 7 �2:807 > 2, obtenim que M(n) = �(nlog2 7) = �(n2:807).b) Igual que a l'exer
i
i anterior és su�
ient afegir �les i 
olumnes amb zeros �ns que lesnoves dimensions n0 � n0 siguin potèn
ia de 2. Com que n � n0 < 2n, el 
ost del'algorisme seguirà sent del mateix ordre: M(n) = �((n0)log2 7) = �(nlog2 7).
) Tot algorisme per multipli
ar dues matrius n�n té 
ost 
(n2), don
s 
al donar valor an2 elements de la matriu resultat.Solu
ió 2.29: Damos en primer lugar, en forma muy 
ompa
ta, una solu
ión basada endivide-y-ven
erás que tiene 
oste �(n logn):4 �3 5 �2 �1 2 6 �26 84 �3 5 �2 �1 2 6 �24 7+1: fun
tion maxsum(A; `; r)2: if ` > r then3: return 04: else if ` = r then5: return (A[`℄ > 0)?A[`℄ : 06: else7: m := b(`+ r)=2
8: lmax := 09: sum := 010: for i := m downto ` do11: sum := sum+A[i℄12: if sum > lmax then lmax := sum13: end if14: end for15: rmax := 016: sum := 017: for i := m+ 1 to r do18: sum := sum+A[i℄19: if sum > rmax then rmax := sum20: end if21: end for22: return max(maxsum(`;m);maxsum(m+ 1; r); lmax+ rmax)23: end if24: end fun
tionVamos a ver a 
ontinua
ión una serie de solu
iones, progresivamente más e�
ientes, 
onexpli
a
iones detalladas sobre su fun
ionamiento y 
oste.De�nimos �i;j =Pi�k�j A[k℄. Bus
amos pues � = max(�i;j j 0 � i � j < n).Una primera solu
ión ingenua tiene 
oste �(n3):



Solu
ions Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 49imax = 0; jmax = -1; sigma = 0;for (int i = 0; i < n; ++i)for (int j = i; j < n; ++j) {int sum = 0;for (int k = i; k <= j; ++k)sum += A[k℄;/ / sum = �i;jif (sum > sigma) {imax = i; jmax = j; sigma = sum;}}Se puede obtener una mejora sustan
ial sobre la solu
ión previa observando que�i;j+1 = �i;j +A[j + 1℄imax = 0; jmax = -1; sigma = 0;for (int i = 0; i < n; ++i) {int sum = 0;for (int j = i; j < n; ++j) {/ / sum = �i;j�1sum += A[j℄;/ / sum = �i;jif (sum > sigma) {imax = i; jmax = j; sigma = sum;}}}Esta nueva solu
ión tiene 
oste �(n2). Usando divide y ven
erás podemos obtener la solu
iónde un modo más e�
iente. Supongamos que dividimos el segmeto en 
urso A[`::u℄ (
on másde un elemento, en otro 
aso podemos dar la solu
ión dire
ta) en dos mitades (o 
asi) yresolvemos el problema de manera independiente para 
ada una de ellas. El segmento desuma máxima en A[`::u℄ será uno de los dos segmentos obtenidos re
ursivamente o bienun segmento no va
ío que 
ontiene elementos de las dos mitades en que se dividió A[`::u℄,�atravesando� el punto de 
orte.Para determinar el segmento de suma máxima en A[`::u℄, siendo el punto de 
ortem, ` � m < u, hemos de averiguar 
úal es el segmento de la forma A[r::m℄, es de
ir, quene
esariamente a
aba en la posi
ión m, de suma máxima en A[`::m℄. Sea s1 su suma y `0 suextremo inferior (su otro extremo es, por de�ni
ión, m).Análogamente, deberemos averiguar 
úal es el segmento de la forma A[m+1::s℄ de sumamáxima en A[m+ 1::u℄, siendo su extremo superior u0 y suma s2 .Enton
es el segmento de suma máxima en A[`::u℄ es el de mayor suma entre el segmentode suma máxima en A[`::m℄, el segmento de suma máxima en A[m + 1::u℄, y el segmentoA[`0::u0℄ (su suma es s1 + s2).Tanto s1 y s2 
omo sus extremos se pueden obtener mediante dos sen
illos bu
les, puesA[`0::m℄ tiene suma máxima entre todos los segmentos de la forma A[r::m℄, ` � r � m, yA[m+1::u0℄ tiene suma máxima entre todos los que son de la forma A[m+1::s℄, m+1 � s � u.void ssm(
onst ve
tor<T>& A, int l, int u,int& imax, int& jmax , int& summax) {/ / e l s e g m e n t o A [ l . . u ℄ 
 o n t i e n e 0 ó 1 e l e m e n t oif (u - l + 1 <= 1) {if (u - l + 1 == 0) {



50 � Anàlisi i Disseny d'Algorismes Solu
ionsimax = l; jmax = u; summax = 0;} else if (A[l℄ >= 0) {imax = l; jmax = u; summax = A[l℄;} else {imax = l; jmax = l - 1; summax = 0;}return;}/ / e l s e g m e n t o A [ l . . u ℄ 
 o n t i e n e 2 ó más e l e m e n t o sint m = (l + u) / 2;int imax1 , jmax1 , imax2 , jmax2 , summax1, summax2;ssm(A, l, m, imax1 , jmax1 , summax1);ssm(A, m + 1, u, imax2 , jmax2 , summax2);int lprime = m; int s1 = 0;for (int sum = 0, int r = m; r >= l; --r) {sum += A[r℄;if (sum > s1) { lprime = r; s1 = sum; }}int uprime = m; int s2 = 0;for (int sum = 0, int s = m + 1; s <= u; ++r) {sum += A[s℄;if (sum > s2) { uprime = s; s2 = sum; }}summax = max(summax1 , summax2, s1 + s2);imax = ...; / / i m a x 1 , i m a x 2 ó l p r i m ejmax = ...; / / j m a x 1 , j m a x 2 ó u p r i m e}Puesto que el 
oste de dividir y 
ombinar es �(n), el 
oste del algoritmo divide y ven
erás esS(n) = �(n) + 2 � S(n=2);es de
ir, S(n) = �(n logn).Pero podemos mejorar la e�
ien
ia hasta 
onseguir que sea óptima, utilizando unainmersión de e�
ien
ia. En 
on
reto, la nueva versión de ssm, apli
ada a un segmento A[`::u℄retornará:1. Los extremos del segmento de suma máxima imax y jmax y su valor summax;2. El extremo ider del segmento de suma máxima de entre aquellos que in
luyen al extremosuperior u, y su suma sder;3. El extremo jizq del segmento de suma máxima de entre aquellos que in
luyen al extremoinferior `, y su suma sizq;4. La suma sum de todos los elementos del segmento.Si efe
tuamos las llamadasm = (l + u) / 2;ssm(A, l, m, imax1 , jmax1 , summax1 ,ider1 , sder1 , jizq1 , sizq1 , sum1);ssm(A, m+1, u, imax2 , jmax2 , summax2,ider2 , sder2 , jizq2 , sizq2 , sum2);



Solu
ions Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 51podemos 
al
ular los valores 
orrespondientes a A[`::u℄ teniendo en 
uenta lo siguiente:� El segmento de suma máxima será el 
orrespondiente amax(summax1; summax2; sder1 + sizq2)� El segmento de suma máxima 
on extremo superior en u será el 
orrespondiente amax(sder2; sder1 + sum2)� El segmento de suma máxima 
on extremo inferior en ` será el 
orrespondiente amax(sizq1; sum1 + sizq2)� La suma del segmento es sum1 + sum2.Los valores de los extremos imax, jmax, ider y jizq se 
al
ulan en 
onsonan
ia: p.e. simax(sizq1; sum1 + sizq2) es sizq1 enton
es jizq = jizq1, sino max(sizq1; sum1 + sizq2) =sum1 + sizq2 y por tanto jizq = jizq2.Gra
ias a la inmersión de e�
ien
ia, el 
oste no re
ursivo es ahora �(1) y ya queS(n) = �(1) + 2 � S(n=2);el 
oste del nuevo algoritmo es S(n) = �(n) (usar el 
aso 3 del teorema maestro).Solu
ió 2.33: Supongamos que sabemos que el índi
e bus
ado se en
uentra, en todo 
aso,en el subve
tor a[i::j℄. Para �jar ideas, haremos que el algoritmo retorne -1 si no existe elíndi
e bus
ado.Si i = j enton
es el subve
tor 
ontiene un úni
o elemento, y enton
es bastará 
omprobarsi a[i℄ = i o no, y retornar i o -1 según el 
aso.Si i < j hay más de un elemento y enton
es examinamos el punto medio a[m℄ delsubve
tor, 
on m = (i+ j)=2. Si a[m℄ = m enton
es m es un índi
e que 
umple la 
ondi
iónbus
ada. Si a[m℄ < m enton
es, 
omo todos los elementos son distintos y el ve
tor está enorden 
re
iente, ningún índi
e k a la izquierda, es de
ir, i � k < m, puede 
umplir quea[k℄ = k. En efe
to, si a[k℄ = k enton
es a[k+1℄ � k+1, a[k+2℄ � k+2, . . . y a[m℄ � m, loque está en 
ontradi

ión 
on el supuesto de que a[m℄ < m. Por lo tanto si a[m℄ < m podemosproseguir la búsqueda en a[m+1::j℄, des
artando a[i::m℄. Análogamente, si a[m℄ > m enton
esse des
arta el subve
tor de la dere
ha y seguimos la búsqueda re
ursivamente en a[i::m� 1℄.int punto_fijo(
onst ve
tor<int >& a, int i, int j) {if (i == j) return ((a[i℄ == i) ? i : -1);/ / i < jint m = (i + j) / 2;if (a[m℄ == m)return m;else if (a[m℄ < m)return punto_fijo(a, m+1, j);else / / a [ m ℄ > mreturn punto_fijo(a, i, m-1);} El 
oste del algoritmo es �(logn) pues fun
iona de manera idénti
a a una búsquedadi
otómi
a. Podemos llegar a la misma 
on
lusión resolviendo la re
urren
ia satisfe
ha porel 
oste C(n) del algoritmo. Puesto que sólo se ha
e una llamada re
ursiva en 
aso peor 
onla mitad de los elementos del subve
tor original, C(n) = �(1) + C(n=2), 
uya solu
ión esC(n) = �(logn).
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ionsSolu
ió 2.36: Existen varias formas de solu
ionar este problema, pero todas ellas tienen almenos 
oste 
(n2) pues tenemos 
omo mínimo que dar valor a (n2 � n)=2 
omponentes dela matriz resultado. Una posible solu
ión usa el esquema de divide-y-ven
erás para resolverel problema. La solu
ión propuesta usa una fun
ión auxiliar, también basada en divide-y-ven
erás, para organizar un torneo entre los jugadores de dos 
onjuntos A y B. Cada
onjunto tiene m jugadores y 
ada jugador juega un partido por día 
ontra 
ada uno de losjugadores del otro 
onjunto; los jugadores de un 
onjunto no juegan partidos entre ellos y eltorneo se 
ompleta en m días./ / O r g a n i z a m o s u n t o r n e o p a r a e l s u b 
 o n j u n t o d e j u g a d o r e s/ / { i , . . . , j } 
 o m e n z a n d o e l d i a d ; a l m e n o s t i e n e q u e h a b e r/ / d o s j u g a d o r e s ; i <= j - 1 ; e l t o r n e o d u r a n - 1 d i a s s i e l/ / s u b 
 o n j u n t o 
 o n t i e n e n = j - i + 1 j u g a d o r e s/ // / L l a m a d a i n i 
 i a l : t o r n e o ( M , 1 , n , 1 ) ;/ /void torneo(int M[℄[℄, int i, int j, int d) {if (j - i == 1) / / s o l o h a y d o s j u g a d o r e sM[i℄[j℄ = d;else {/ / d i v i d i m o s e l s u b 
 o n j u n t o { i , . . . , j } e n d o s/ / s u b 
 o n j u n t o s d e i g u a l t a l l a ; p a r a 
 a d a u n o d e l o s s u b 
 o n j u n t o s/ / o r g a n i z a m o s u n t o r n e o i n d e p e n d i e n t e y e n p a r a l e l o ,/ / y l u e g o h a 
 e m o s q u e/ / j u e g u e n p a r t i d o s e n t r e l o s j u g a d o r e s d e u n o y o t r o s u b 
 o n j u n t oint m = (i + j) / 2;torneo(M, i, m, d);torneo(M, m+1, j, d);/ / e s t o s t o r n e o s a 
 a b a n e l d i a d + m - i - 1/ / h a 
 e m o s l o s 
 r u 
 e s 
 o m e n z a n d o e l d i a d + m - i
ru
es(M, i, m, m+1, j, d + m - i);}}/ / O r g a n i z a m o s u n t o r n e o e n t r e l o s 
 o n j u n t o s d e j u g a d o r e s/ / { i , . . . , j } y { a , . . . , b } d e i g u a l t a l l a ( j - i + 1 = = b - a + 1) ,/ / 
 o m e n z a n d o e l d i a d ; a l m e n o s t i e n e q u e h a b e r/ / u n j u g a d o r e n 
 a d a 
 o n j u n t o/ / y e l t o r n e o r e s u l t a n t e d u r a t a n t o s d i a s 
 o m o j u g a d o r e s h a y e n/ / u n 
 o n j u n t o ( l o s d o s 
 o n j u n t o s t i e n e n i g u a l t a l l a )void 
ru
es(int M[℄[℄, int i, int j, int a, int b, int d) {if (i == j) / / s o l o h a y u n j u g a d o r e n 
 a d a 
 o n j u n t oM[i℄[a℄ = d;else {/ / d i v i d i m o s 
 a d a 
 o n j u n t o A y B e n d o s p a r t e s , o b t e n i e n d o/ / 
 u a t r o s u b 
 o n j u n t o s d e j u g a d o r e s : A1 , A2 , B1 , B 2 ;/ / h a 
 e m o s l o s 
 r u 
 e s A 1 - B1 , A 2 - B 2 e n p a r a l e l o y l u e g o/ / l o s 
 r u 
 e s A 1 - B 2 y A 2 - B 1 e n p a r a l e l oint m = (i + j) / 2;int 
 = (a + b) / 2;
ru
es(M, i, m, a, 
, d);
ru
es(M, m+1, j, 
+1, b, d);
ru
es(M, i, m, 
+1, b, d + (m - i) + 1);
ru
es(M, m+1, j, a, 
, d + (m - i) + 1);}



Solu
ions Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 53Sea C(n) el 
oste del algoritmo que organiza los 
ru
es entre dos 
onjuntos de n jugadores
ada uno. Enton
esC(n) = (�(1) si n = 1;4C(n=2) + �(1) si n > 1.La solu
ión de esta re
urren
ia, que obtenemos apli
ando el master theorem, es C(n) = �(n2)(a = 4; b = 2; k = 0; � = logb a = 2 > k = 0). El 
oste del algoritmo que organiza el torneopara un 
onjunto de n jugadores viene dado poar la siguiente re
urren
ia:T (n) = (�(1) si n = 2;2T (n=2) + C(n=2) + �(1) si n > 2.La solu
ión es T (n) = �(n2) ya que el 
oste no re
ursivo es C(n=2) + �(1) = �(n2) (a =2; b = 2; k = 2; � = logb a = 1 < k = 2).Estru
tures de dadesSolu
ió 3.1:1 : 3441, 2001, 1281812 : 3722, 32023 : 19835 : 3657 : 1826710 : 483012 : 3412, 781213 : 4893, 331314 : 387418 : 49819 : 1299, 999Solu
ió 3.3:0 1 2 3 4 5 6 7 8 94830 3441 3412 1983 4893 3874 3722 3313 498 2001 10 11 12 13 14 15 16 17 18 193202 3651281817812 1299 999 18267Solu
ió 3.10: 1. Elimina
ió de la 
lau 63:321512 2127 4739 67782. Elimina
ió de la 
lau 21: 321512 27 4739 6778
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ions3. Elimina
ió de la 
lau 15: la substituim per la 
lau mínima del seu subarbre dret322712 min 4739 67784. Elimina
ió de la 
lau 32: substituim pel mínim del subarbre dret392712 47min 6778Solu
ió 3.21: Si l'arbre a és buit la resposta és 0. Si l'arrel d'a és menor que x, llavors totsels elements del subarbre esquerre són menors que x, la pròpia arrel ho és, i a més algunselements del subarbre dret també. Si l'arrel d'a és més gran o igual que x llavors només hemde 
ontinuar bus
ant elements menors que x dins del subarbre esquerre d'a.int menors (ab
 a, Elem x) {if (a == null) return 0;if (a->x >= x) return menors(a->fe,x);return menors(a->fe,x)+1+menors(a->fd,x);}En el 
as pitjor, tots els elements de l'arbre són més petits que x i hem de re
órrer l'arbresen
er; per tant en 
as pitjor el 
ost és �(n).Solu
ió 3.25: Les su

esives �gures mostren l'evolu
ió de l'AVL. L'inser
ió de la 
lau 31 noprovo
a 
ap problema. La següent inser
ió, de la 
lau 32, provo
a una viola
ió de l'invariantdels AVLs al node 30 (mar
at en verd) i la següent �gura mostra el resultat un 
op que femla 
orresponent rota
ió simple. La inser
ió de la 
lau 33 requereix una rota
ió doble per a
orregir el desequilibri que hi ha al node 35.50251210 35303140
706562 8683

50251210 3530313240
706562 8683



Solu
ions Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 5550251210 353130 3240
706562 8683

50251210 353130 323340
706562 8683

50251210 35323130 3340
706562 8683 50251210 323130 3533 40

706562 8683
Solu
ió 3.35: L'estat ini
ial és aquest:

7112329 41 927 12
7 11 9 23 41 27 12 29

Per a inserir el nou element (el 3) es posa a l'última posi
ió del ve
tor i s'apli
a unopera
ió de �surar� que en aquest 
as el fa pujar �ns l'arrel donat que és mínim. El heapqueda així:
371129 23 41 927 12

3 7 9 11 41 27 12 29 23
Finalment, per eliminar el mínim (que és el 3), es subsituteix l'arrel per l'últim elementdel heap (el 23) i s'apli
a una opera
ió per a enfonsar-la, �ns que es reestableixi la 
ondi
ióde heap. Aquest queda així:
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ions
7112329 41 927 12

7 11 9 23 41 27 12 29
Solu
ió 3.40:1. Cierto. Para toda i, 1 � i � bn=2
, se 
umple que A[i℄ � A[2i℄ y A[i℄ � A[2i + 1℄,ya que la tabla está ordenada as
endentemente. En otras palabras, la tabla satisfa
e elinvariante de un min-heap.2. Cierto. En el 
aso peor, el elemento re
ién insertado (enA[n+1℄) es mayor que 
ualquierade los que ya hay, de manera que tendremos que ��otarlo� hasta la raíz (A[1℄), lo queexige realizar �(logn) inter
ambios (y el 
oste del algoritmo es propor
ional a di
honúmero).3. Falso. Con toda seguridad, el elemento máximo debe ser una hoja del min-heap, puespor de�ni
ión no puede tener su
esores. Pero un min-heap tiene aproximadamente n=2hojas, y el elemento máximo del heap pude estar en 
ualquiera de ellas. La estru
turadel heap no nos propor
iona más informa
ión, por lo que no queda más remedio quepagar un 
oste O(n).4. Cierto. Supongamos que los elementos del heap son los números del 1 a n (puesto quenos di
en que son todos diferentes) y que n = 2k � 1. Enton
es n o
upa la raíz delheap. Supongamos que n� 1 es la raíz del hijo izquierdo, que el subárbol izquierdo delhijo izquierdo 
ontiene los 2k�2 � 1 = (n+ 1)=4 � 1 elementos más pequeños (p.e., del1 al (n+ 1)=4� 1) y que el subárbol dere
ho del hijo izquierdo 
ontiene los 2k�2 � 1 =(n + 1)=4 � 1 elementos siguientes (p.e., del (n + 1)=4 al (n + 1)=2 � 2). Supongamos�nalmente que desde la raíz hasta la hoja más a la dere
ha tenemos su
esivamente n�2,n� 3, ..., n� k = n� log2(n+1). El resto de elementos, del (n+1)=2� 1 al n� k� 1se reparten arbitrariamente (respetando la 
ondi
ión de max-heap) en los subárbolesizquierdos de n� 2; n� 3; : : : ; n� k + 1.Cuando eliminamos el máximo ponemos la hoja más a la dere
ha (que es n� k) en laraíz, y resulta que es menor que n� 2 y que n� 1. Se ha
e el inter
ambio entre ella yn� 1, y 
omo n� k es mayor que (n+ 1)=4 � 1 y que (n + 1)=2 � 2, �nalizamos. Habastado tiempo �(1).Solu
ió 3.45:1. Implementa
ió en C++ de la fun
ió insert:arbreprio insert(arbreprio a, int p) {if (a == NULL) {node* n = new node;



Solu
ions Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 57n -> prio = p;n -> left = n -> right = NULL;return n;};/ / s i l a p r i o r i t a t n o v a és més g r a n q u e 
 a p a l t r a/ / p a s s a a s e r l a n o v a a r r e lif (a -> prio < p) {node* n = new node;n -> prio = p;n -> right = NULL;n -> left = a;return n;} else {/ / s i n o h i h a f i l l e s q u e r r e o l a p r i o r i t a t/ / n o v a és m e n o r q u e l ' a r r e l d e l f i l l e s q u e r r e/ / i n s e r t e m r e 
 u r s i v a m e n t a l ' e s q u e r r a ; s i n o/ / h o f e m a l a d r e t aif (a -> left == NULL ||a -> left -> prio > p)a -> left = insert(a -> left , p);elsea -> right = inserta(a -> right , p);return a;}}2. Re
urrèn
ia i resolu
ió:El 
as pitjor es dona quan les prioritats s'insereixen en ordre de
reixent. Llavors sempreentrarem per la bran
a a -> prio >= p\verb; es a dir, no inserim a l'arrel i el subarbredret està buit. Per tant el 
ost vindrà donat per la re
urrèn
ia:I(n) = �(1) + I(n� 1); I(0) = �(1)la solu
ió de la qual és I(n) = �(n).Nota addi
ional: Com el 
ost de fer una inser
ió en 
as pitjor és �(i) quan l'arbre té ielements, el 
ost de fer n inser
ions serà �(n2).Solu
ió 3.53: La solu
ió 
onsisteix en posar en un (min-)heap els n primers elements de lesn taules donades. Es farà servir un 
rea_heap, no n inser
ions. El 
ost d'aques primer pasde l'algorisme és �(n). Junt amb 
ada element del heap guardem addi
ionalment l'índex dela taula de la qual pro
edeix. Llavors entrem en un bu
le que repetirem kn vegades, treienel mínim element del heap i posant un element de la seva mateixa taula al heap. Si a lataula 
orresponent ja no queden elements posem al heap l'element màxim global (que es pot
al
ular prèvia i fà
ilment mirant l'últim element de 
ada taula i quedant-se amb el més gran,amb 
ost �(n)). Això ens donarà el kn-èssim element global més petit amb 
ost �(kn logn).Demostrarem la 
orre

ió d'aquest algorisme per indu

ió sobre le nombre d'itera
ionsrealitzades. La nostra hipòtesi d'indu

ió és que després de j itera
ions, hem extret del heapels j elements més petits globalment i que el heap 
onté l'element més petit de 
ada taulaex
epte els que ja hem tret.Per j = 0 l'hipòtesi d'indu

ió és veritat trivialment. Si la hipòtesi és 
erta per jitera
ions, llavors l'element mínim del heap és l'element més petit global que en
ara no s'haextret. Efe
tivament, tots els elements que ens queden a les taules i que no em posat al heap
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ionssón més grans que l'element 
orresponent de la seva taula que sí hem posat al heap. Comextreiem el mínim del heap i posem un element extret de la taula a la qual l'element extretpertanyia, es restableix l'hipòtesi d'indu

ió per a la itera
ió j + 1.Solu
ió 3.56: Per a la representa
ió dels mf-sets farem servir un ve
tor A tal que si i noés el representant de la seva 
lasse llavors A[i℄ és el pare de i i A[i℄ < 0 en 
as 
ontrari. Enl'algorisme bàsi
, si i és una arrel llavors A[i℄ = �1. En els algorismes amb unió per talla sii és una arrel llavors �A[i℄ és la talla de l'arbre arrelat a i. En els algorismes amb unió peralçada, si i és una arrel �A[i℄ és l'alçada de l'arbre arrelat a i.És a dir, la parti
ió és representa mitjançant un bos
 d'arbres, amb apuntadors al pare.Per a 
ada 
as mostrem els 
ontigunts del ve
tor en apli
ar la seqüèn
ia d'opera
ions donades.� Algorisme bàsi
: -1 1 15 3 3 3 1 1 8 3 3 3 3 -1 14� Amb unió per talla: -5 1 -10 3 3 3 1 1 8 3 3 3 3 3 3� Amb unió per alçada: -3 1 -2 3 3 3 1 1 8 3 3 3 3 3 3� Amb unió per talla i 
ompressió de 
amins: -5 1 -10 3 3 3 1 1 1 3 3 3 3 3 3� Amb unió per alçada i 
ompressió de 
amins: -3 1 -2 3 3 3 1 1 1 3 3 3 3 3 3GrafsSolu
ió 4.7: En un graf no dirigit G = (V;E), 
ada aresta fv; wg = e 2 E 
ontribueix 1 algrau de 
adas
un dels dos vèrtexos (no ne
essàriament diferents) v; w 2 V que hi in
ideixeni per tant, 
ontribueix 2 al sumatori del grau de tots els vèrtexos.Solu
ió 4.17: La transposi
ió d'un graf dirigit G = (V;E) d'ordre n i talla m representatamb una matriu d'adja
èn
ia es pot a
onseguir fent la transposi
ió de la matriu d'adja
èn
ia,amb 
ost �(n2). L'algorisme és prà
ti
ament trivial:for (int i = 0; i < n; ++i)for (int j = 0; j < i; ++j) {int tmp = G[i℄[j℄; G[i℄[j℄ = G[j℄[i℄; G[j℄[i℄ = tmp;}}La transposi
ió d'un graf dirigit G = (V;E) d'ordre n i talla m representat amb llistesd'adja
èn
ia es pot a
onseguir fent un re
orregut de les llistes d'adja
èn
ia, inserint l'ar
(v; w) al graf dirigit GT = (V;ET ) en visitar el vèrtex v a la llista d'adja
èn
ia del vèrtex w,amb 
ost temporal i espa
ial �(n+m).for w  1; jV j doGT [w℄ ;end forfor v  1; jV j doL G[v℄. G[v℄ = llista d'adja
ents a vfor w 2 L doGT [w℄:Append(v)end forend for
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ió 4.19: Un algorisme trivial per a aquest problema té 
ost temporal �(n!=(n�4)!) =�(n4) si el graf és representat amb una matriu d'adja
èn
ia.fun
tion quadre(V;E)n jV jfor v  1; n dofor w 1; n dofor x 1; n dofor y  1; n doif fv; wg; fw; xg; fx; yg; fy; vg 2 E thenreturn trueend ifend forend forend forend forreturn falseend fun
tionUna altre algorisme trivial per a aquest problema també té 
ost temporal �(n4) si elgraf és representat amb una matriu d'adja
èn
ia.fun
tion quadre(V;E)for all vèrtex v 2 V dofor all vèrtex w adja
ent amb el vèrtex v doif v 6= w thenfor all vèrtex x adja
ent amb el vèrtex w doif v 6= x and w 6= x thenfor all vèrtex y adja
ent amb el vèrtex x doif v 6= y and w 6= y and x 6= y thenif fv; yg 2 E thenreturn trueend ifend ifend forend ifend forend ifend forend forreturn falseend fun
tionUn algorisme més e�
ient 
onsisteix a bus
ar, per a 
ada parell fv; wg de vèrtexosdiferents, un altre parell fx; yg de vèrtexos diferents (entre sí i també dels anteriors) tal quetant x 
om y siguin adja
ents amb v i amb w.fun
tion quadre(V;E)for all parell de vèrtexos fv; wg de V amb v 6= w doX := fx 2 V j fv; xg 2 EgY := fy 2 V j fw; yg 2 Egif jX \ Y n fv; wgj � 2 thenreturn trueend if
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ionsend forreturn falseend fun
tionAquest algorisme es pot implementar amb 
ost temporal �(n3) si el graf està representatamb una matriu d'adja
èn
ia i amb 
ost temporal O(n3) si el graf està representat amb llistesd'adja
èn
ia.Solu
ió 4.20: El problema és pot modelar amb un graf dirigit G = (V;E) ón V 
orrespónal grup d'n persones i hi haurà un ar
 (i; j) 2 E si la persona i 
oneix la persona j. Una
elebritat és un vèrtex amb grau d'entrada n� 1 i grau de sortida 0. Si fessim un re
orregutdel graf per a 
al
ular els graus dels vèrtexos podriem resoldre el problema però el 
ost seriaen 
as pitjor �(n+m) i m pot ser molt gran si el graf fos dens.Es pot trobar una solu
ió molt més e�
ient si tenim en 
ompte les dues següents obser-va
ions: 1) un graf només pot tenir una 
elebritat o 
ap; 2) si (i; j) 2 E llavors i no pot seruna 
elebritat (i 
oneix algú) i si (i; j) 62 E llavors j no pot ser una 
elebritat (algú no 
oneixj). Apliquem ara un raonament per indu

ió: agafem una x i una y diferents qualsevols,p.e. x = 1 i y = 2, i mirem si (x; y) 2 E o no. Si (x; y) 2 E, des
artem x i mirem de trobar la
elebritat en el graf G0 de n� 1 persones amb V (G0) = V � fxg. Si, pel 
ontrari, (x; y) 62 Ellavors des
artem y i mirem de trobar la 
elebritat en el graf G00 amb V (G00) = V � fyg. Enla solu
ió en pseudo
odi que donem més avall mantenim en el primer bu
le el 
andidat i a seruna 
elebritat.Cada pas elimina una persona i per tant, en n� 1 pasos tindrem un graf amb un úni

andidat i a 
elebritat.Serà su�
ient 
omprovar que per a tot j 2 V , j 6= i, tenim (j; i) 2 E i (i; j) 62 E.fun
tion universal sink(V , E)i 1for all j  2; n doif (i; j) 2 E theni jend ifend forfor all j from 1 to n doif (i; j) 2 E or ((j; i) 62 E and i 6= j) thenreturn false . no hi ha 
elebritatend ifend forreturn true . i és una 
elebritatend fun
tionPodeu 
onsultar les següents referèn
ies per a més informa
ió:� Udi Manber, Introdu
tion to Algorithms: A Creative Approa
h, Addison-Wesley, 1989, �5.5.� Gabriel Valiente, Trading Uninitialized Spa
e for Time, Information Pro
essing Letters, 92(1):9�13, 2004.Solu
ió 4.22: Si el graf és 
onnex, basta 
al
ular-ne la talla m i 
omparar-la amb el seuordre n.fun
tion a
í
li
(V;E)



Solu
ions Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 61n m 0for all vèrtex v 2 V don n+ 1end forfor all vèrtex v 2 V dofor all vèrtex w adja
ent amb el vèrtex v dom m+ 1if m > n thenreturn falseend ifend forend forreturn m = n� 1end fun
tionSi el graf no és 
onnex, 
al repetir aquest 
àl
ul sobre 
ada 
omponent 
onnex.Solu
ió 4.24: Durant el re
orregut en profunditat d'un graf dirigit i a
í
li
 G = (V;E), ena
abar de tra
tar 
ada vèrtex, se l'afegeix al �nal d'una seqüèn
ia L, que quedarà don
s orde-nada per �nishing time (també anomenada numera
ió inversa del re
orregut en profunditat)dels vèrtexos.Aquesta seqüèn
ia L és una ordena
ió topològi
a inversa de G.pro
edure Ordena
ióInversa(G, L)for all v 2 G dovis[v℄ falseend forL [ ℄for all v 2 G doif :vis[v℄ thenOrdena
ióInversa-Re
(G; v; vis; L)end ifend forend pro
edurepro
edure Ordena
ióInversa-Re
(G, v, vis, L)vis[v℄ true. G[v℄ = llista de su

esors del vèrtex vfor all w 2 G[v℄ doif :vis[w℄ thenOrdena
ióInversa-Re
(G; v; vis; L)end ifend forL L:Append(v)end pro
edureL'algorisme es pot implementar amb 
ost �(n+m) si el graf està representat mitjançantllistes d'adja
èn
ia.





Capítol 6Solu
ions (professors)Anàlisi d'algorismesAlgorismes de dividir i vèn
erSolu
ió 2.1: Primero es
ribiremos una solu
ión re
ursiva que busque el elemento x en elsubve
tor T [i::j℄. Si i > j el subve
tor es va
ío y retornamos -1. Si i = j enton
es el subve
tor
ontiene un úni
o elemento y una 
ompara
ión de éste 
on x nos permitirá determinar si xestá presente o no. En el 
aso general, tenemos i < j y 
al
ularemos el punto medio delsubve
tor: m = b(i + j)=2
. Si T [m℄ = x enton
es m es la posi
ión bus
ada. Si x < T [m℄enton
es x se en
ontrará en T [i::m� 1℄ o bien no está en T ; si T [m℄ < x enton
es x se habráde bus
ar en T [m+ 1::j℄.int lo
alizar(
onst ve
tor<int >& T, int i, int j, int x) {if (i > j) return -1;if (i == j) return (T[i℄ == x) ? i : -1;/ / i > jint m = (i + j) / 2;if (x < T[m℄) return lo
alizar(T, i, m - 1, x);else if (x > T[m℄) return lo
alizar(T, m + 1, j, x);else return m;}La llamada ini
ial es lo
alizar(T, 0, T.size() - 1, x);. El 
oste en 
aso peor del algo-ritmo viene dado por la re
urren
iaB(n) = �(1) +B(n=2); n > 1;puesto que la parte no re
ursiva tiene 
oste 
onstante (�(1)) y sólo ha
emos una llamadare
ursiva (en el 
aso peor) sobre un subve
tor que 
ontiene n=2 elementos aproximadamente,siendo n el número de elementos del ve
tor original. La solu
ión de esta re
urren
ia esB(n) = �(logn), tal 
omo se pide en el enun
iado.La 
onversión de este algoritmo a uno iterativo es extremadamente simple, ya que sólo seha
e una llamada re
ursiva y además es lo último que se ha
e (a esto se le llama re
ursividad�nal). Bási
amente sólo tendremos que �envolver� el 
uerpo del algoritmo en un bu
le queitera hasta llegar a un 
aso base:int lo
alizar(
onst ve
tor<int >& T, int x) {int i = 0; int j = T.size() - 1;while (i < j) {int m = (i + j) / 2;
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ions (professors)if (x < T[m℄) j = m - 1;else if (x > T[m℄) i = m + 1;else i = j = m;}if (i > j) return -1;if (i == j) return (T[i℄ == x) ? i : -1;}El 
oste en 
aso peor sigue siendo �(logn) puesto que el bu
le realiza �(logn) itera
iones en
aso peor.Solu
ió 2.3: La solu
ión de este problema es 
asi idénti
a a la del problema 2. La diferen
iaestá en que 
uando en
ontramos un elemento T [m℄ mayor o igual que x enton
es puede haberotras o
urren
ias de x en posi
iones inferiores y habremos de ha
er una llamada re
ursivasobre T [i::m℄.int lo
alizar(
onst ve
tor<int >& T, int i, int j, int x) {if (i > j) return -1;if (i == j) return (T[i℄ == x) ? i : -1;/ / i > jint m = (i + j) / 2;if (x <= T[m℄) return lo
alizar(T, i, m, x);else return lo
alizar(T, m + 1, j, x);}Solu
ió 2.4: Modi�
aremos levemente el algoritmo del apartado anterior para que nos de-vuelva la menor posi
ión p tal que T [p℄ � x. De forma similar, haremos otra variante delalgoritmo que nos devuelva la mayor posi
ión q tal que T [q℄ � y. El 
oste de 
ada búsquedaes �(log n). El número de elementos pedido es q � p + 1 y el 
oste total del algoritmo es�(log n).Solu
ió 2.6: No. La búsqueda binaria requiere disponer de a

eso dire
to en tiempo 
ons-tante, es de
ir, poder 
onsultar el elemento i-ésimo, dado i, en tiempo 
onstante. Esto no esposible en una lista, donde el a

eso es puramente se
uen
ial.Solu
ió 2.8: El algoritmo es estable si utilizamos un algoritmo de fusión de listas que lo sea.Es de
ir, 
uando el algoritmo de fusión de listas examina dos valores idénti
os en las listas afusionar debe preservar el orden relativo, 
olo
ando en la lista resultado el valor provenientede la primera lista, no el de la segunda lista.Solu
ió 2.9: El 
oste del algoritmo de ordena
ión por fusión (mergesort) no depende de laentrada parti
ular, ya que a
túa siempre igual. Divide la lista original en dos partes aproxi-madamente de igual longitud (
on 
oste �(n)), ordena 
ada una de ellas separadamente, y lasfusiona; el 
oste de la fusión también es �(n), independientemente de 
ómo se �entrelazan�las dos listas dadas. Por todo ello el 
oste es �(n log n) en 
ualquier 
aso.Solu
ió 2.10: La profundidad máxima que al
anzará la pila es igual a la altura del árbolde re
ursión, es de
ir, la distan
ia máxima entre la raíz (llamada ini
ial) y una hoja (
asos debase). Esto se apli
a en genral a todo algoritmo re
ursivo, no sólo a mergesort. Puesto queen mergesort 
ada llamada re
ursiva divide por 2 (aproximadamente) el tamaño de la lista aordenar, el árbol de re
ursión tiene altura �(log n).
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ió 2.15: No, no lo es. En una etapa de parti
ión dada, podemos inter
ambiar unelemento menor que el pivote, digamos a, 
on uno mayor que el pivote de tal modo quedi
ho elemento a quede por delante de uno igual a él, y esto no ne
esariamente se �
orrije�en las siguientes etapas. De modo que ya no es 
ierto que en 
aso de empate se respete elorden original de apari
ión en el ve
tor. Por ejemplo, si tenemos el ve
tor v = [6; 8; 4; 40 ; 7℄,tomamos 
omo pivote al 6 y la parti
ión inter
ambiará el segundo 4 (lo hemos mar
ado paradistinguirlo) 
on el 7. El ve
tor qued así: v = [40; 4; 6; 7℄. Las siguiente llamadas re
ursivasno modi�
an nada.Solu
ió 2.16: En el primer 
aso, el 
oste en 
aso promedio será �(n logn), pues el elementoini
ial del ve
tor será el j-ésimo 
on probabilidad 1=n. En el segundo 
aso, el pivote elegidoes el menor elemento del ve
tor y tras la parti
ión (
on 
oste �(n)) sólo haremos una llamadare
ursiva sobre el subve
tor de la dere
ha que 
ontiene n � 1 elementos. El 
oste resultantees �(n2). Pasa otro tanto en el ter
er 
aso, ya que el pivote elegido es el mayor elemento delve
tor y sólo haremos una llamada re
ursiva sobre el subve
tor de la izquierda que 
ontienen�1 elementos. Finalmente, en el 
uarto 
aso, la parti
ión �barrerá� el ve
tor ha
iendo � n=2inter
ambios inútiles, pero dejará el pivote en la posi
ión media del ve
tor, de manera queel 
oste será �(n logn). Una modi�
a
ión astuta del algoritmo de parti
ión que haga trespartes (elementos menores, elementos iguales, elementos mayores que el pivote) tendría 
oste�(n) en este 
aso, puesto que el algoritmo no ha
e una llamada re
ursiva sobre la parte delos elementos iguales y las otras dos partes son va
ías en el 
aso de que todos los elementosson iguales.Solu
ió 2.23: Siguin N iM les longituts respe
tives de les taules A i B. Comparem el puntmig x de la taula A amb el punt mig y de la taula B.Si x > y llavors A[N=2::N ℄ 
onté elements més grans que els elements dels subve
torsA[1::N=2℄ i B[1::M=2℄. Això vol dir que els elements d'A[N=2::N ℄ queden per sobre de lamitjana de la �taula� 
ombinada (ténen més de N=2+M=2 = (N+M)=2 per sota), i B[1::M=2℄queda per sota de la mitjana de l'array 
ombinat (els elements d'aquest subve
tor ténen mésde (M +N)=2 elements per sobre). Si k < (M +N)=2 (es a dir, queda per sota de la mitjanade l'array 
ombinat) llavors podem des
artar A[N=2::N ℄. Si k > (M +N)=2 podem des
artarB[1::M=2℄. S'apli
a un raonament similar si x � y.A 
ada pas,M o N es redueixen a la meitat. Per tant, el 
ost de l'algorisme és �(logM+logN). Ini
ialment M = N = n, amb la qual 
osa arribem a la 
on
lusió de que el 
ost del'algorisme és �(log n).pro
edure FindKthGlobal(A, B, i, j, i0, j0, k)if j � i _ j0 � i0 thenResolem el problema trivialmentelse. El k-èssim global es troba a A[i::j℄ +B[i0::j0℄m (i+ j)=2;m0  (i0 + j0)=2if x > y thenif k � j0 + j �m0 �m+ 1 then. L'element bus
at no pot estar a B[i0::m0℄FindKthGlobal(A;B; i; j;m0 + 1; j0; k � j0 � j +m0 +m)else. L'element bus
at no pot estar a A[m+ 1::j℄FindKthGlobal(A;B; i;m; i0; j0; k)end ifelse
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ions (professors)if k � j0 + j �m0 �m+ 2 then. L'element bus
at no pot estar a A[i::m� 1℄FindKthGlobal(A;B; i;m � 1; i0; j0; k � j0 � j +m0 +m� 1)else. L'element bus
at no pot estar a B[m0::j0℄FindKthGlobal(A;B; i;m; i0;m0 � 1; k)end ifend ifend ifend pro
edureEstru
tures de dadesSolu
ió 3.5: El algoritmo 
rea una tabla de dispersión T ini
ialmente va
ía y a 
ontinua
iónpro
ede a re
orrer se
uen
ialmente la lista. Para 
ada elemento x de la lista, bus
a a x en latabla de dispersión T . Si el elemento x ya estaba presente en T , se termina el re
orrido e seinforma de que la lista 
ontiene elementos repetidos (
on
retamente x sería uno de ellos). En
aso 
ontrario, si x no está en T , se inserta en ella. Si el re
orrido se 
ompleta, signi�
a quetodos los elementos de la lista eran diferentes.Cada 
onsulta e inser
ión en una tabla de dispersión tiene 
oste esperado �(1) y seefe
túan n itera
iones en 
aso peor (todos los elementos son distintos), siendo n la longitudde la lista. Por lo tanto el 
oste total del algoritmo es �(n) en 
aso medio.Solu
ió 3.18: / / a n o e s b u i tElem maxim(ab
 a) {if (a -> fd == null) / / e l m a x i m e s s i t u a a l ' a r r e lreturn a -> x;else / / h i h a f i l l d r e t , i e l m a x i m d ' a s e r a e l/ / m a x i m d e l s e u f i l l d r e treturn maxim(a -> fd);}El 
ost és propor
ional a l'alçada de l'arbre a. En 
as pitjor, aquesta alçada serà n i per tantel 
ost de la fun
ió, en 
as pitjor, és �(n).Solu
ió 3.20: Si el BST es va
ío, la lista a devolver es también va
ía. Supongamos que elBST no es va
ío y que la 
lave en la raíz es x. Si x < x1 enton
es todas las 
laves bus
adasdeben en
ontrarse, si las hay, en el subárbol dere
ho. Análogamente, si x2 < x se proseguirála búsqueda re
ursivamente en el subárbol izquierdo. Finalmente, si x1 � x � x2 enton
espuede haber 
laves que 
aen dentro del intervalo tanto en el subárbol izquierdo 
omo en eldere
ho. Para respetar el orden de
re
iente en la lista, deberá bus
arse re
ursivamente a laizquierda, luego listar la raíz anteponiéndola a los elementos ya listados y �nalmente bus
arsere
ursivamente a la dere
ha, anteponiendo los elementos en
ontrados en di
ho subárbol a losque ya hubiera en la lista L.template <typename K, typename V>void BST <K, V>::range_sear
h(nodo* p,
onst K& k1, 
onst K& k2, list <pair <K, V> >& L) {if (p == NULL) return;if (k1 <= p -> 
lave_)range_sear
h(p -> izq_ , k1, k2, L);if (k1 <= p -> 
lave_ && p -> 
lave_ <= k2)



Solu
ions (professors) Anàlisi i Disseny d'Algorismes � 67L.push_front(make_pair(p -> 
lave_, p -> valor_ ));if (p -> 
lave_ <= k2)range_sear
h(p -> der_, k1, k2, L);}Solu
ió 3.39: El algoritmo que apli
amos hunde su
esivamente los elementos A[n=2℄, A[n=2�1℄,. . . , A[1℄. La representa
ión en ve
tor del min-heap resultante es:11 21 27 45 53 97 34 78Solu
ió 3.54: Pel primer apartat, es 
onstrueix un min-heap amb els n elements del ve
tororiginal amb 
ost �(n). A 
ontinua
ió, s'extreuen m elements posant-los al �nal del ve
tor,de manera semblant al heapsort. Això fa que els m elements més petits o
upin les m últimes
omponets del ve
tor, en ordre de
reixent. Aquesta fase té 
ost �(m log n) en 
as pitjor. Perúltim, invertim el ve
tor amb 
ost �(n) per a ubi
ar els m elements més petits en les primeresm 
omponents del ve
tor, en ordre 
reixent. El 
ost total és �(n+m logn) en 
as pitjor, 
omes demanava.Pel segon apartat, 
onstruirem un max-heap amb els primers m elements del ve
tor,amb 
ost �(m). A 
ontinua
ió farem un re
orregut sobre els n�m elements restants fent elsegüent: 
omparem el màxim del heap amb l'element x en 
urs; si el màxim és més petit oigual que x, avançem al següent element del ve
tor; si el màxim és més gran, llavors el màximi x s'inter
anvien i es fa un �enfosar� sobre l'element x que o
upa A[1℄. D'aquesta manera elheap 
ontindrà els m elements més petits vists �ns al moment, a 
ada itera
ió. Aquesta faseté 
ost �((n�m) logm) = �(n logm).Finalment, el max-heap situat sobre A[1::m℄ s'ordena 
om es fa en el heapsort, amb 
osten 
as pitjor �(m logm). Tot plegat el 
ost d'aquest altre algorisme és �(n logm).Comparant l'algorisme 1 amb l'algorisme 2, l'algorisme 1 és millor que l'algorisme 2ex
epte si m = �(n). Llavors els dos algorismes ténen un 
ost asimptòti
ament equivalent.El segón algorisme és interessant si els elements van arrivant d'un en un, i només 
almemòria en �(m); l'algorisme 1 ne
essita que els n elements vinguin donats des del prin
ipii ne
essita memòria en �(n).GrafsSolu
ió 4.13: El resultado del algoritmo se devolverá a través de dos ve
tors ge y gs, detal modo que ge[v℄ sea el grado de entrada del vérti
e v y gs[v℄ el grado de salida. Nuestrasolu
ión se basa en apli
ar el esquema de re
orrido en profundidad.pro
edure Cal
ulaGrados(G, ge, gv)for all v 2 G dovisitado[v℄ falsege[v℄ 0; gs[v℄ 0end forfor all v 2 G doif :visitado[v℄ thenCal
ulaGrados-Re
(G; v; visitado; ge; gs)end ifend forend pro
edurepro
edure Cal
ulaGrados-Re
(G, v, visitado, ge, gv)
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ions (professors)visitado[v℄ truefor all w 2 Su

esors(v;G) doif :visitado[w℄ thenge[w℄ ge[w℄ + 1gs[v℄ gs[v℄ + 1Cal
ulaGrados-Re
(G;w; visitado; ge; gs)end ifend forend pro
edurePuesto que en 
ada visita de un vérti
e o un ar
o se in
urre en un 
oste 
onstante, el 
ostetotal del algoritmo es �(jV j + jEj), siendo jV j y jEj el número de vérti
es y de ar
os de G,respe
tivamente.El problema también se puede resolver, 
on el mismo 
oste, simplemente examinandola representa
ión del grafo. Así, el grado de salida de v es igual a la longitud de la lista desu
esores de v. Para obtener los grados de entrada se re
orre 
ada lista de su
esores, y para
ada elemento se in
rementa el grado de entrada del vérti
e 
orrespondiente.
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