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Una cola de prioridad (cat: cua de prioritat; ing: priority queue)
es una coleccion de elementos donde cada elemento tiene
asociado un valor susceptible de ordenacién denominado
prioridad.

Una cola de prioridad se caracteriza por admitir inserciones de
nuevos elementos y la consulta y eliminaciéon del elemento de
minima (o maxima) prioridad.



template <typename Elem, typename Prio>
class ColaPrioridad {
public:

// Afiade el elemento x con prioridad p a la cola de
// prioridad.
void inserta(cons Elem& x, const Prio& p) throw(error)

// Devuelve un elemento de minima prioridad en la cola de
// prioridad. Se lanza un error si la cola estd vacia.
Elem min () const throw(error);

// Devuelve la minima prioridad presente en la cola de
// prioridad. Se lanza un error si la cola estéd vacia.
Prio prio_min() const throw(error);

// Elimina un elemento de minima prioridad de la cola de
// prioridad. Se lanza un error si la cola estéd vacia.
void elim _min () throw(error);

// Devuelve cierto si y sdlo si la cola estéd vacia.
bool vacia() const throw();
bi




// Tenemos dos arrays Peso y Simb con los pesos atdmicos
// y simbolos de n elementos quimicos,
// p.e., Simb[i] = "C" y Peso[i] = 12.2.
// Utilizamos una cola de prioridad para ordenar la
// informacién de menor a mayor simbolo en orden alfabético
ColaPrioridad<double, string> P;
for (int i = 0; 1 < n; ++1)
P.inserta(Peso[i], Simb[i]);
int 1 = 0;
while (! P.vacia()) {
Peso[i] = P.min();
Simb[i] = P.prio_min();
++1i;
P.elim_min () ;




Se puede usar una cola de prioridad para hallar el k-ésimo
elemento de un vector no ordenado. Se colocan los k primeros
elementos del vector en una max-cola de prioridad y a
continuacion se recorre el resto del vector, actualizando la cola
de prioridad cada vez que el elemento es menor que el mayor
de los elementos de la cola, eliminando al maximo e insertando
el elemento en curso.



@ Muchas de las técnicas empleadas para la implementacion
de diccionarios puede usarse para implementar colas de
prioridad (no las tablas de hash ni los tries)

@ Pe., con arboles binarios de busqueda equilibrados se
puede conseguir coste ®(logn) para inserciones y
eliminaciones



Definicién
Un monticulo (ing: heap) es un arbol binario tal que

o

todos las hojas (subarboles son vacios) se sitian en los
dos ultimos niveles del arbol.

en el antepenultimo nivel existe a lo sumo un nodo interno
con un solo hijo, que serd su hijo izquierdo, y todos los
nodos a su derecha en el mismo nivel son nodos internos
sin hijos.

el elemento (su prioridad) almacenado en un nodo
cualquiera es mayor (menor) o igual que los elementos
almacenados en sus hijos izquierdo y derecho.




Se dice que un monticulo es un arbol binario quasi-completo
debido a las propiedades 1-2. La propiedad 3 se denomina
orden de monticulo, y se habla de max-heaps o0 min-heaps
segun que los elementos sean > é < que sus hijos.
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Proposicion

@ El elemento maximo de un max-heap se encuentra en la
raiz.

© Un heap de n elementos tiene altura

h = Tlogy(n + 1)].

La consulta del maximo es sencilla y eficiente pues basta
examinar la raiz.



Cémo eliminar el maximo?
@ Ubicar al dltimo elemento del monticulo (el del Gltimo nivel
mas a la derecha) en la raiz, sustituyendo al maximo
© Reestablecer el invariante (orden de heap) hundiendo la
raiz.

El método hundir intercambia un nodo dado con el mayor de
sus dos hijos si el nodo es menor que alguno de ellos, y repete
este paso hasta que el invariante de heap se ha reestablecido






Cbémo anadir un nuevo elemento?

@ Colocar el nuevo elemento como ultimo elemento del
monticulo, justo a la derecha del ultimo o como primero de
un nuevo nivel

@ Reestablecer el orden de monticulo flotando el elemento
recién anadido

En el método flotar el nodo dado se compara con su nodo
padre y se realiza el intercambio si éste es mayor que el padre,
iterando este paso mientras sea necesario



Puesto que la altura del heap es ©(logn) el coste de
inserciones y eliminaciones sera O(logn).

Se puede implementar un heap mediante memoria dinamica,
con apuntadores al hijo izquierdo y derecho y también al padre
en cada nodo

Pero es mucho mas facil y eficiente implementar los heaps
mediante un vector. No se desperdicia demasiado espacio ya
que el heap es quasi-completo; en caso necesario puede
usarse el redimensionado



Reglas para representar un heap en vector:
@ A[1] contiene la raiz.

@ Si 2: < n entonces A[2:] contiene al hijo izquierdo del
elemento en Afz] y si2: + 1 < n entonces A[2: + 1]
contiene al hijo derecho de A¢]

© Sii > 2entonces Ali/2] contiene al padre de AJi]



Las reglas anteriores implican que los elementos del heap se
ubican en posiciones consecutivas del vector, colocando la raiz
en la primera posicion y recorriendo el arbol por niveles, de
izquierda a derecha.

template <typename Elem, typename Prio>
class ColaPrioridad {
public:

private:
// la componente 0 no se usa; el constructor de la clase
// inserta un elemento ficticio
vector<pair<Elem, Prio> > h;

int nelems;

void flotar (int j) throw();
void hundir (int Jj) throw();




template <typename Elem, typename Prio>
bool ColaPrioridad<Elem,Prio>::vacia() const throw() {

return nelems == 0;
template <typename Elem, typename Prio>
Elem ColaPrioridad<Elem,Prio>::min() const throw(error) {
if (nelems == 0) throw error (ColaVacia);
return h[l].first;
template <typename Elem, typename Prio>
Prio ColaPrioridad<Elem,Prio>::prio_min() const throw(error) {

if (nelems == 0) throw error (ColaVacia);
return h[l].second;




template <typename Elem, typename Prio>
void ColaPrioridad<Elem,Prio>::inserta(cons Elem& x,
cons Prio& p) throw(error) ({
++nelems;
h.push_back (make_pair (x, p));
flotar (nelemns) ;

template <typename Elem, typename Prio>
void ColaPrioridad<Elem,Prio>::elim_min () const throw(error)

if (nelems == 0) throw error (ColaVacia);
swap(h[1], h[nelems]);
—--nelems;

hundir(1);




// Versién recursiva.

// Hunde el elemento en la posicidén j del heap

// hasta reestablecer el orden del heap; por

// hipdétesis los subérboles del nodo J son heaps.

// Coste: O(log(n/7j)
template <typename Elem, typename Prio>
void ColaPrioridad<Elem,Prio>::hundir (int j) throw() {

// si j no tiene hijo izquierdo, hemos terminado
if (2 » j > nelems) return;

int minhijo = 2 % j;

if (minhijo < nelems &&
h[minhijo].second > h[minhijo + 1].second)
++minhijo;

// minhijo apunta al hijo de minima prioridad de j
// si la prioridad de j es mayor que la de su menor hijo
// intercambiar y seguir hundiendo
if (h([j].second > h[minhijo].second) {
swap (h[j], h[minhijo]);
hundir (minhijo) ;




//

Versidén iterativa.

Hunde el elemento en la posicidén j del heap
hasta reestablecer el orden del heap; por
hipdétesis los subdrboles del nodo j son heaps.

Coste: O(log(n/j)

template <typename Elem, typename Prio>
void ColaPrioridad<Elem,Prio>::hundir (int j) throw()

bool fin = false;
while (2 % j <= nelems && !fin) {
int minhijo = 2 x j;
if (minhijo < nelems &&
h[minhijo].second > h[minhijo + 1].second)
++minhijo;
if (h[j].second > h[minhijo].second) {
swap (h[J], h[minhijol]);
j = minhijo;
} else {
fin = true;




// Flota al nodo j hasta reestablecer el orden del heap;
// todos los nodos excepto el J satisfacen la propiedad
// de heap

// Coste: O(log j)
template <typename Elem, typename Prio>
void ColaPrioridad<Elem,Prio>::flotar (int j) throw() {

// si Jj es la raiz, hemos terminado
if (j == 1) return;

int padre = j / 2;
// si el padre tiene mayor prioridad
// que j, intercambiar y seguir flotando
if (h([j].second < h[padre].second) {
swap (h[J], h[padrel);
flotar (padre);




Heapsort

Heapsort (Williams, 1964) ordena un vector de n elementos
construyendo un heap con los n elementos y extrayéndolos,
uno a uno del heap a continuacién. El propio vector que
almacena a los n elementos se emplea para construir el heap,
de modo que heapsort actla in-situ y sélo requiere un espacio
auxiliar de memoria constante. El coste de este algoritmo es
©(nlogn) (incluso en caso mejor) si todos los elementos son
diferentes.

En la practica su coste es superior al de quicksort, ya que el
factor constante multiplicativo del término n log n es mayor.



// Ordena el vector v[l..n]
// (v[0] no se usa)
// de Elem’s de menor a mayor

template <typename Elem>
void heapsort (Elem vI[], int n) {

crea_max_heap (v, n);

for (int i = n; 1 > 0; ——-1i) {
// saca el mayor elemento del heap
swap(v[l], v[i]);

// hunde el elemento de indice 1

// para reestablecer un max-heap en
// el subvector v[l..i-1]

hundir (v, 1i-1, 1);
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// Da estructura de max-heap al

// vector v[l..n] de Elem’s; aqui

// cada elemento se identifica con su
// prioridad

template <typename Elem>

void crea_max_heap(Elem v[], int n) {

for (int i = n/2; i > 0; --1)
hundir (v, n, 1i);




12 25 27 8 15 10 4

i=8

hundir(h, 8, 4)
hundir(h, 8, 3)

hundir(h, 8, 2)
hundir(h, 8,19




Sea H(n) el coste en caso peor de heapsort y B(n) el coste
de crear el heap inicial. El coste en caso peor de
hundir(v,z —1,1) es O(logz) y por lo tanto

=n

H(n) = B(n)+ ) _ O(log1)
=1

=B(n)+ 0O ( > log22'>

1<i<n
= B(n) + O(log(n!)) = B(n) + O(nlogn)

Un analisis simple de B(n) indica que B(n) = ®(nlogn) ya
que hay ©(n) llamadas a hundir, cada una de las cuales
tiene coste O(logn)

Por tanto H(n) = ©O(nlogn), de hecho H(n) = ©(nlogn) en
caso peor



Podemos refinar el andlisis de B(n):

Puesto que B(n) = Q(n), podemos afirmar que B(n) = ©(n).



Demostracion alternativa: Sea h = [log,(n + 1)] la altura del
heap. En el nivel h — 1 — k hay como mucho

n+1

h—1-k
2 <o

nodos y cada uno de ellos habra de hundirse en caso peor
hasta el nivel h — 1; eso tiene coste O(k)



Por lo tanto,

ya que

En general, si |r| < 1,

n+1
= Z O(k)—

2
0<k<h—1

k




Aunque H(n) = ©(nlogn), el andlisis detallado de B(n) es
importante: utilizando un min-heap podemos hallar los k&
menores elementos en orden creciente de un vector (y en
particular el k-ésimo) con coste:

S(n,k) = B(n)+ k- O(logn)
=0O(n + klogn).

y si k = ©O(n/logn) entonces S(n,k) = O(n).



