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Instrucciones generales:

Cada alumno debe contestar la pregunta TA de la competencia transversal de Trabajo
Auténomo que le corresponde. En la hoja de respuesta, deberd indicar qué pregunta
es la que responde.

De las restantes preguntas, el alumno podra escoger dos de las cinco restantes. En su
respuesta debe indicar claramente cudles son las preguntas elegidas. Si se contestan
mas de dos preguntas entonces la nota serda la suma de las dos notas maximas y
ademds, si cada una de las dos calificaciones supera 2.7 puntos sobre 4.5 (60% del
peso de la pregunta) entonces las calificaciones de las otras preguntas contestadas se
sumaran, en caso contrario seran desechadas.

En cualquier caso, la calificacién global de esta prueba escrita no podré superar el
10, al sumar todos los puntos.

. (4.5 puntos) Dado un vector A[l..n], un k-iceberg es un elemento que aparece al

menos [n/k| veces en el vector. Si ordenamos el vector es muy fécil hallar todos los
k-icebergs (no puede haber mds de k — 1). El objetivo, sin embargo, es que disefiéis
un algoritmo que, usando el principio de divide y vencerds al menos en una de sus
fases, determina si el vector contiene uno o méas k-icebergs y cudles son, con coste
O(kn) lo cual resulta ventajoso si k es una constante.

. (4.5 puntos) Escribid un algoritmo eficiente que calcule los k£ drboles de expansién

de peso minimo para un grafo no dirigido G = (V, E) con pesos positivos en las
aristas. Si el grafo no contiene k£ drboles de expansion, el algoritmo devuelve todos
los drboles de expansién que tiene el grafo (p.e. un grafo uniciclico con un ciclo de
longitud ¢ contiene £ drboles de expansion).




3. (4.5 puntos) Tenemos una barra de metal de longitud L y un conjunto de puntos
por los cuales debemos cortarla: x1, 23, ..., T,. Secumpleque 0 < z; < L, 1 <i<n
y 2; < Tir1, 1 <4 < n. Cortar una barra de longitud ¢ por cualquier punto tiene
coste . Por tanto el orden en que se efectien los cortes es relevante. Por ejemplo,
siz=(2,4,7) y L = 10 podemos empezar cortando por el punto z3 = 7, luego por
el punto z, = 4 el trozo de longitud 7 y finalmente por el punto z; = 2 el trozo de
longitud 4. El coste total es 10 +7 4+ 4 = 21. Si en cambio comenzamos cortando
por el punto x5 = 4 y luego, en cualquier orden, por los puntos z; =2y x3 =7, el
coste total serd 10 + 4 + 6 = 20. Escribir un programa de programacién dindmica
que encuentre el coste 6ptimo de cortar la barra, dados L y el vector z. Calcular su
coste en funcién de n.

4. (4.5 puntos) Tenemos tres polinomios p(z), ¢(x) y r(x) de grados n, n y 2n, respec-
tivamente, con coeficientes enteros. Los tres polinomios estan representados mediante
vectores, por ejemplo, p[i] es el coeficiente de z* en el polinomio p(z). Calcular el
producto de los dos polinomios p(z) y ¢(z) para luego comparar los coeficientes con
los de r(z) es demasiado costoso; escribid un algoritmo probabalistico eficiente que
nos diga con alta probabilidad si p(z) - ¢(z) = r(z) o no. No es imprescindible calcu-
lar formalmente la probabilidad de que el algoritmo sea correcto, pero debéis razonar
informalmente que su probabilidad de acierto es cercana a 1. Calculad el coste del
algoritmo: debe ser mucho menor que el del algoritmo determinista que calcula el
producto y compara coeficientes.

5. (4.5 puntos) Describe detalladamente cémo podemos resolver la siguiente variacién
del problema de flujo méximo sobre una red. Tenemos una red R = (V, E, s,t,¢, ()
donde V' es el conjunto de vértices, £ C V x V es el conjunto de arcos, s € V es
la fuente (ningin arco entra en s), ¢ € V es el sumidero (ningin arco sale de t),
c(e) > 0 es la capacidad (un natural positivo) del arco e y ¢/(v) es la capacidad (un
natural positivo) del vértice v (v # s,v # t). El objetivo es hallar un flujo f de valor
méximo sobre esta red con capacidades méximas en los arcos y los vértices. Deben
cumplirse las restricciones habituales:

e Para todo arco e, 0 < f(e) < c(e).
e Para todo vértice v € V'\ {s, t},

ffloy=" > flo=r"w= > fle

e entra en v e sale de v



del problema basico, pero adicionalmente ningtin vértice puede recibir mas flujo que
el que indica su capacidad ¢’: para todo vértice v € V' \ {s,t}

f2(v) < (v).

Recordad que el valor del flujo maximo es f* = f%(s) = fin(¢). Justificad la
correccion del algoritmo. Si el coste de resolver el problema de maximizaciéon del
flujo estdndar es f(m,n), siendo n = |V| y m = |E|, jcuial es el coste del problema
de maximizacién del flujo con capacidades en arcos y vértices?
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