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1 Definicionsi TeoremadeCook

Problemescomputacionals. Un problemacomputacionals’especificaindicant

� unconjuntdepossiblesentrades
�

,
� unconjuntdepossiblessortides� ,� unarelació d’entrada/sortida ��� ��� � , i
� unafunció detalla �
	��� �����

.

La relacío d’entrada/sortida� indicaquinsparells �������� formatsperunaentrada��� � i unasortida�����
són solucionsvàlidesdel problema. Informalment,el problemaesformular̀a aixı́: “Donadaunaentrada
��� � , trobarunasortida����� tal que ��� ����!��� , si n’hi ha”. La talla d’unaentrada��� � esdenota�"�#� .
Problemesdecisionals. El casparticulardeproblemacomputacionalenquè � ésel domini boolèa $&%'�)(+* ,
i percada�,� � existeixunúnic ����� tal que ��������-��� , s’anomenaproblemadecisional.Aix ı́ doncs,un
problemadecisionals’especificaindicant

� unconjuntdepossiblesentrades
�

,
� unsubconjunt./� �

d’instànciespositives,
� unafunció detalla �
	��� �����

.

Sovint faremservir l’expressío “Sigui .0� �
un problemadecisional...” i entendremque

�
ésel conjunt

d’entradesi que . ésel subconjuntd’instànciespositives. La funció detalla tamb́e ser̀a clarapel context.
Informalment,el problemaesformular̀a aixı́: “Donadaunaentrada�,� � , determinarsi ����. o no”.

Cost i algorismespolinòmics. Sigui 12� �3� � un algorismequeagafaentradesde
�

i retornasortides
de � . Percadaentrada�,� � , sigui 4657���8� el nombredepassosquetriga l’algorisme 1 ambentrada� . Per
cada9:� � , sigui ;

5<��96�>=@?�A+BC$)465!���8�D��,� � �!�"�#�+=E9 *�F
Esdiu que 1 esunalgorismepolinòmicsi existeixunaconstantGIHJ% tal que

;
5K��96�>=@L���98MN� .

Les classesP i NP. Sigui .E� �
un problemadecisional.Esdiu que . ésdecidibleentempspolinòmicsi

existeixunalgorismepolinòmic 1O� �0� $&%P�)(Q* tal que,pera tot ��� � , tenim

�,��.SRT1U���C�>=�(VF
Enaquestcasdiemque . pertanya W , o . ésa la classeW , o simplement.J��W . Esdiu que . ésdecidible
en tempspolinòmicindeterministasi existeix un polinomi X#��96� i un algorismepolinòmic YZ� �2�[�]\#�
$&%P�
(+* tal que,pertot ��� � , tenim

�,��.SR existeix algun ��� � \ tal que �"�^�_`X#�a�"�b�"� i Yc��� ����>=�(VF
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En aquestcasdiem que d pertanya e�f , o d ésa la classe e�f , o simplementdhgie�f . L’ j de la
definició de e�f sovint s’anomenacertificat, o testimoni, o prova, i l’algorisme k de la definició de e�f
sovint s’anomenaverificador. Pertant,perveurequeun problemadecisionalpertany a e�f cal veureque
lesinstànciespositivestenencertificatsdemidapolinòmicaqueespodenverificarentempspolinòmic.

Reduccions,problemesNP-hard, i problemesNP-complets. Siguin d3lnm i d>opl2m]o dosproblemes
decisionals.Diemque d esredueixa d o entempspolinòmicsi existeixunalgorismepolinòmic qOrVmOs�m o
tal que,pera tot t�g�m , tenim

t�g�d:uTqUv�t8wxg,d o�y
Diem que q és una reduccío polinòmica. Aix ı́ doncs,si q o rzm o s {&|P}
~+� és un algorismeper d o i
qOrVm0s�m o ésunareduccío polinòmicade d a d o , aleshoresla composicío q o�� q (o q���q o ennotacío pipe
deUNIX) ésunalgorismeper d . Esdiu ques’ha redüıt unproblemaa l’altr e.

Esdiu queun problemadecisionald@lEm és e�f -hard si tot problemaquepertany a e�f s’hi redueix
entempspolinòmic.Esdiu queés e�f -completsi, amésdeser e�f -hard,el problemapertany a e�f . Aix ı́
doncs,un problemae�f -hardésun problemaal menys tandifı́cil comqualsevol problemaquepertanyi a
e�f . Enefecte,si el pogúessimresoldreambunalgorismepolinòmic,aleshorestotselsproblemesde e�f
tamb́e espodrienresoldreambunalgorismepolinòmic. Un problemae�f -complet,a mésdeseral menys
tandifı́cil comqualsevol problemade e�f , ell mateixpertany a e�f .

ProblemesNP-complets,Teorema de Cook. Existeixen problemese�f -complets? Aquı́ en tenim un
anomenatCIRCUIT-SAT:

Donatuncircuit � ambconnectivesAND, OR,NOT, variablest6�)} y)y)y }�tP� , i unaúnicasortida,
determinarsi � éssatisfactible.Ésa dir, determinarsi existeixen � � } y)y
y }�� � g�{&|P}
~+� talsque
�c��t��7r��@�'�)} y
y)y }�t'�cr��E���V�^��~ .

Recordemqueun circuit boolèa ésun graf dirigit aćıclic enquè totselsnodestenengraud’entrada0, 1 o
2, i enquè hi haexactamentun nodeambgraudesortida0. Els nodesambgraud’entrada0 són entradesi
est̀anetiquetatsambunavariablet'� , elsdegraud’entrada1 portenl’etiquetaNOT, i elsdegraud’entrada2
portenl’etiquetaAND o OR segonsel tipusdeportalògicaquerepresentin.La sortidadel circuit ésl’ únic
nodeambgraudesortida0.

És evident queCIRCUIT-SAT pertany a e�f . DemostrarqueCIRCUIT-SAT és e�f -hard,i per tant
e�f -complet,ésbastantmés laboriós. El resultatesconeixcom el Teoremade Cook. La ideaprincipal
dela demostracío ésquequalsevol algorismepot acabaressentimplementatambun circuit electr̀onic amb
portesAND, OR i NOT si l’entradaescodificaambvalorsbooleans.Pertant,si d ésun problemade e�f
qualsevol ambverificador k i certificatsafitatspel polinomi �#v��6w , i si �<� ésel circuit queimplementak
ambentradesdetalla � , aleshorespera tot t�g�m detalla � tenimque

t�g�d u �Pj6va�"j6��S�#v��"t#�"wC��k�v�t�}Nj�wb��~)w
u �Pj6va�"j6��S�#v��"t#�"wC�,�<�6v�t�}Nj�wb��~)w
u �x�^v�t�}
��w satisfactible.

Pertant,la funció t�s��x�^v�t�}
��w ésunareduccío polinòmicade d a CIRCUIT-SAT.
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2 AlgunesReduccions

Un cops’hademostratqueCIRCUIT-SAT és ��� -completja podemdemostrarquemoltsaltresproblemes
són ��� -complets.Coma pasprevi veuremqueunavariantdel problemaCIRCUIT-SAT percircuitsmolt
senzilletsja és ��� -complet.

3-SAT:

Donatunconjuntdeclàusules�����
 ) 
 a�a�<¡ decomamolt tresliteralscadascuna,determinarsi
la conjuncío ���#¢:£
£)£N¢,�<¡ éssatisfactible.

Ésclar que3-SAT pertany a ��� . Perveureque3-SAT és ��� -hard,i pertant ��� -complet,n’hi haproua
demostrarqueCIRCUIT-SAT esredueixa 3-SAT. Aquı́ va la reduccío. Sigui � uncircuit boolèaambcon-
nectivesAND, OR i NOT i entrades¤6�)�
 ) ) ���¤P¥ . Constrüıremun conjuntdeclàusules¦�§2¨
�����) 
 ) a���<¡I©
demaneraque � sigui satisfactiblesi, i noméssi, la conjuncío � � ¢�£
£)£a¢�� ¡ hoés.Percadaporta ª de � ,
incloseslesentrades,definimunanovavariable«
¬ i afegim lessegüentsclàusulesdecomamolt tresliterals
a ¦ :

1. Si ª ésunaentradade � etiquetada¤' , afegim ®>« ¬p¯ ¤P i « ¬p¯ ®>¤P a ¦ .

2. Si ª ésunaNOT i el cableve dela porta ° , afegim ®>«
± ¯ ®>« ¬ i «)± ¯ « ¬ a ¦ .

3. Si ª ésunaAND i elscablesvenende ° � i °+² , afegim ®>«)±a³ ¯ ®>«)±µ´ ¯ « ¬ a ¦ .

4. Si ª ésunaAND i elscablesvenende ° � i °+² , tamb́e afegim ®>« ¬p¯ «
±¶³ i ®>« ¬�¯ «
±·´ a ¦ .

5. Si ª ésunaORi elscablesvenendelesportes° � i °+² , afegim ®>«
±a³ ¯ « ¬ i ®>«
±µ´ ¯ « ¬ a ¦ .

6. Si ª ésunaORi elscablesvenendelesportes° � i °+² , tamb́e afegim ®>« ¬p¯ «
±a³ ¯ «
±µ´ a ¦ .

7. Si ª ésla sortidade � , tamb́eafegim « ¬ a ¦ .

Ésclar queel conjuntdeclàusules¦ espot constrüır a partir de � entempspolinòmic. A més,no ésgens
difı́cil veureque � éssatisfactiblesi, i noméssi, la conjuncío de les clàusulesde ¦ éssatisfactible.Per
tant, l’algorismeque,donatun circuit � , retornael corresponentconjuntde clàusules¦ ésunareduccío
polinòmicadeCIRCUIT-SAT a 3-SAT. Pertant,3-SAT és ��� -complet.

CONJUNT INDEPENDENT :

Donatungraf ¸O§3¹�ºD��»U¼ i unnombrenatural½ , determinarsi ¸ téunconjuntindependentde
½ nodes.Ésa dir, determinarsi existeix un subconjunt¾3¿Oº de ½ nodestal que ¨&ª��N°P©,ÀÁ »
pera tot ª���° Á ¾ .

Aquı́ va la reduccío desde3-SAT. Sigui ¦O§O¨)� � �
 ) ) µ��� ¡ © unconjuntdeclàusules.Definim ½ i constrüım
ungraf ¸�§3¹�ºD�N»U¼ aixı́:

1. º0§O¨P¹�Âµ�a�  ¼<ÃVÂ apareixa �  © ,
2. »@§O¨V¨Ä¹�Â����a�  ¼��&¹�Â ² �a�DÅ�¼N©zÃÆ�§�Ç o Â��ÉÈ�®>Â ² © ,
3. ½Ê§�Ë .

No ésgensdifı́cil veureque ���Ä¢�£)£
£Ì¢]�<¡ éssatisfactiblesi, i noméssi, ¸ cont́eunconjuntindependentde
mida ½ . Pertant, l’algorismeque,donatun conjuntdeclàusules�����) ) 
 a�a�x¡ , retornael corresponentgraf
¸ i el número½ ésunareduccío polinòmicade3-SAT aCONJUNTINDEPENDENT. Pertant,CONJUNT
INDEPENDENTés ��� -hard,i donatquepertany a ��� , és ��� -complet.
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RECOBRIMENT :

Donatun graf ÍhÎTÏ�ÐDÑ�ÒUÓ i un nombrenatural Ô , determinarsi Í té un recobrimentde les
arestesamb Ô nodes.Ésa dir, determinarsi existeix un subconjuntÕiÖ@Ð de Ô nodestal que
percada×&Ø Ñ�Ù'ÚÜÛ�Ò tenimqueal menys undelsextrems Ø o Ù pertany Õ .

Femunareduccío desdeCONJUNTINDEPENDENT. Sigui ÍÝÎhÏ�ÐDÑ�ÒUÓ un graf i Ô un nombrenatural.
Definim ÔÞ i ungraf ÍzÞPÎ3Ï�Ð�Þ�ÑNÒzÞ�Ó aixı́:

1. Ð Þ Î@Ð ,

2. Ò Þ Î@Ò ,

3. Ô Þ Î3ßàÐcß+áSÔ .

Ésclar que Í té unconjuntindependentde Ô nodessi, i noméssi, Í Þ té un recobrimentdelesarestesamb
ÔÞ nodes.Pertant,l’algorismeque,donatungraf Í i un nombreÔ , retornael graf ÍzÞ i el nombreÔÞ ésuna
reduccío polinòmicadeCONJUNTINDEPENDENTa RECOBRIMENT.

INEQUACIONS LINEALS 0-1:

Donadaunamatriu Õ de âäãSå entersi donatun vector æ de â enters,determinarsi existeix
unvector ç,Û:×+èPÑ)é+Ú
ê tal que ÕIç�ëJæ .

Consideremla següentreduccíodesde3-SAT. Donatunconjuntdeclàusulesìîí�Ñ
ï)ï)ï�Ñaì<ð sobrelesvariables
ç6í)Ñ
ï)ï
ïaÑ�ç ê , definimunamatriu Õ dedimensionsâÝãñå i unvector æ dedimensío â aixı́:

1. Õzò�ó�ÑÌô�õÄÎ�é si çö apareixa ì<÷ sensenegacío,

2. Õzò�ó�ÑÌô�õÄÎ�á�é si çö apareixa ì<÷ ambnegacío (i nosense),

3. Õzò�ó�ÑÌô�õÄÎ@è si çö noapareixa ìx÷ ,
4. æ+ò�óøõ8Î�éDá[åC÷ on åC÷ ésel nombredeliteralsambnegacío de ì<÷ .

No ésgensdifı́cil veureque ì�íúù�û
û)û)ù�ì<ð éssatisfactiblesi, i noméssi, existeix un ç�Ûü×&èPÑ
é+Ú ê tal que
ÕIç�ëJæ . A més,la matriu Õ i el vector æ espodenconstrüır entempspolinòmicapartirde ì í Ñ)ï
ï)ïaÑ�ì ð . Per
tant,la reduccío éspolinòmica,i el problemáesdoncsý�þ -hardi ý�þ -completperqùepertany a ý�þ .

NÚMERO CROMÀTIC :

Donatun graf Í2ÎnÏ�ÐDÑ�ÒUÓ i nombrenatural Ô , determinarsi espot pintar Í amb Ô colors. És
a dir, determinarsi existeix unafunctió ÿ��^Ð�� ×�é�Ñ)ï)ï
ïµÑ�ÔCÚ tal quesi ×&Ø�ÑNÙPÚ�Û Ò , aleshores
ÿúÏ�Ø8Ó �Î@ÿ>Ï�ÙÓ .

És clar quepertany a ý�þ . Redüım a partir de 3-SAT. Donadesclàusulesìîí�Ñ
ï)ï)ï�Ñaì<ð sobreles variables
ç6í)Ñ
ï)ï
ïaÑ�ç ê , definim Ô i ungraf ÍOÎ3Ï�ÐDÑ�ÒUÓ aixı́:

1. ÔÊÎ�� ,
2. Ð0ÎO×��pÑ
	DÑ��]Ú��×&çÄö&Ñ
�>çÄö��)ôzÎ�éVÑ)ï
ï)ïaÑNå�Ú� ×ÄÏ��µÑaìx÷ Ñ)é
Ó�Ñ&Ï��µÑµìx÷ Ñ
��Ó��ó�Î�éVÑ
ï)ï)ïµÑNâ i �#Û ì<÷�Ú ,
3. Ò cont́e: un triangle entre � , 	 i � ; un triangle entre ç ö , �>ç ö i � ; un triangle entre Ï�� í Ñ�ì ÷ Ñ
é)Ó ,

Ï����
Ñaìx÷ Ñ
é)Ó i Ï����+Ñaì<÷�Ñ
é)Ó percadaì<÷>Î2×���í�Ñ
����Ñ
���)Ú ; un triangleentre Ï���í�Ñaìx÷ÌÑ)é)Ó , Ï����
Ñaì<÷�Ñ)é
Ó i � percada
ì<÷ÊÎ ×���í�Ñ
����Ú ; un triangle entre Ï��µÑaìx÷ Ñ
é)Ó , � i 	 per cada ì<÷UÎ ×�� Ú ; unaarestaentre Ï��µÑaì<÷�Ñ)é
Ó i
Ï��µÑaì<÷�Ñ��VÓ ; unaarestaentre Ï��µÑaì<÷�Ñ��VÓ i � ; i unaarestaentre Ï��µÑaì<÷�Ñ
��Ó i � .

Ésun xic méscomplicatqueenelsaltrescasos,per̀o nomassatampoc,veurequeaixò ésunareduccío. És
adir, que ì�í^ù:û)û
ûaù�ìxð éssatisfactiblesi, i noméssi, Í espotpintaramb Ô colors.Clarament,la reduccío
éspolinòmica.Pertant,NÚMERO CROMÀTIC és ý�þ -complet.
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