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1 Definicionsi Teoremade Cook

Problemescomputacionals Un problemacomputacionas’especificandicant

unconjuntde possibleentradesE,

unconjuntde possiblesortidesS,
unarelacio d’entrada/sortidAR C E X S, i
unafunciddetalla |- | : E — N.

Larelacb d’entrada/sortida indicaquinsparells(z, y) formatsperunaentrada: € E i unasortiday € S
son solucionsvalidesdel problema. Informalment,el problemaesformulam aixi: “Donadaunaentrada
x € E,trobarunasortiday € S talque(z, y) € R, sin’hi ha”. Latalla d’'unaentrada: € E esdenotdz|.

Problemesdecisionals El casparticularde problemacomputacionaénque S ésel dominibooléx {0, 1},
i percadaz € E existeixunlnicy € S talque(z,y) € R, sSTanomengroblemadecisional Aixi doncsun
problemadecisionals’especificandicant

e unconjuntdepossibleentradesE,

e unsubconjuntl C F d’instanciespositives

e unafunciodetalla|-|: E — N.
Sovint faremservir'expressd “Sigui L C E un problemadecisional.”. i entendrengue E ésel conjunt

d’entraded que L ésel subconjund’instanciespositives. La funcio detalla tamkeé sei clarapel contet.
Informalmentgel problemaesformulai aixi: “Donadaunaentradar € E, determinassiz € L ono”.

Costi algorismespolinomics Sigui A : £ — S un algorismequeagafaentradegsie F i retornasortides
deS. Percadaentradar € E, siguiT4(z) el nombredepassogjuetrigal'algorisme A ambentradaz. Per
cadan € N, sigui

ta(n) = max{T4(z):z € E, |z| =n}.

Esdiu que A esunalgorismepolindmicsi existeix unaconstant > 0 tal quet 4(n) = O(n°).

Lesclasses? i NP. Sigui L C E un problemadecisional Esdiu que L ésdecidibleentempspolinomicsi
existeix un algorismepolinomic A : E — {0, 1} talque,peratotz € E, tenim

r€L & Alz) =1

Enaquestasdiemquel pertanya P, o L ésala classeP, o simplement. € P. EsdiuqueL ésdecidible
entempspolindmicindeterministasi existeix un polinomi p(n) i un algorismepolinomic B : E x E' —
{0, 1} tal que,pertotz € E, tenim

z € L & existeixalguny € E' talquely| < p(|z|) i B(z,y) = 1.



En aquestcasdiem que L pertanya NP, o L ésa la classeNP, o simplementL €¢ NP. L'y dela
definicid de NP sovint s'anomenaertificat, o testimonj o prova, i I'algorisme B de la definicio de NP
sovint s'anomenaverificador. Pertant, perveurequeun problemadecisionalpertary a NP cal veureque
lesinstanciegositivestenencertificatsde midapolinomicaqueespodenverificarentempspolinomic.

Reduccions,problemesNP-hard, i problemesNP-complets SiguinL C E i L' C E’ dosproblemes
decisionalsDiemqueL esredueixa L' entempspolindmicsi existeix un algorismepolindbmic A : £ — E’
tal que,peratotz € F, tenim

reLe A(z)e L.

Diem que A ésunareduccéo polinomica Aixi doncs,si A’ : E' — {0,1} ésun algorismeper L’ i
A : E — E’ésunareducco polinomicade L a L', aleshoresa composicd A’ o A (0 A | A’ ennotacb pipe
deUNIX) ésunalgorismeper L. Esdiu ques’haredut un problemaa I'altr e.

Esdiu queun problemadecisionall. C F @ésNP-hard si tot problemaquepertaty a NP s’hi redueix
entempspolindmic. Esdiu queésNP-completsi, amésdeserNP-hard,el problemapertaly aNP. Aixi
doncs,un problemaNP-hardésun problemaal merys tandificil com qualse&ol problemaquepertaryi a
NP. Enefectesi el poglessimresoldreambun algorismepolindmic, aleshoresots elsproblemesie NP
tamke espodrienresoldreambun algorismepolindmic. Un problemaNP-complet,a mésde seral merys
tandificil comquals&ol problemade NP, ell mateixpertaly aNP.

ProblemesNP-complets, Teorema de Cook. Existeixen problemesNP-complets? Aqui en tenim un
anomenaCIRCUIT-SAT:

Donatun circuit C ambconnectrtesAND, OR,NOT, variablesz, . . ., z,, i unalnicasortida,
determinasi C' éssatisfactible Esa dir, determinassi existeixenay, .. ., a, € {0, 1} talsque
Clzr:=a1,...,2y = a,] = 1.

Recordenqgueun circuit boolea @sun graf dirigit adclic enque tots els nodestenengraud’entrada0, 1 o
2,i engué hi haexactamentin nodeambgraude sortida0. Els nodesambgraud’entradad son entrades
estinetiquetatambunavariablez;, elsdegraud’entradal portenl’etiquetaNOT, i elsdegraud’entrada2
portenl’etiguetaAND o OR segonsel tipusde portalogicaquerepresentinLa sortidadel circuit ésl’ tnic
nodeambgraude sortidaO.

Es evident que CIRCUIT-SAT pertaly a NP. Demostrarque CIRCUIT-SAT ésNP-hard,i pertant
NP-complet,ésbastantméslaborios. El resultates coneixcom el Teoremade Cook. La ideaprincipal
dela demostrad ésquequalse&ol algorismepot acabarssentmplementambun circuit electionic amb
portesAND, ORi NOT sil'entradaescodificaambvalorsbooleansPertant,si L ésun problemade NP
qualseol ambverificadorB i certificatsafitatspel polinomi p(n), i si C,, ésel circuit queimplementaB
ambentradesletallarn, aleshoreperatotz € F detallan tenimque

zeL < Jy(yl <p(z) A Blz,y) =1)
& Fy(lyl < p(z) A Cnlz,y) = 1)
< Cy(z,-) satisfactible.

Pertant,la funcié = — C),(z, -) @sunareduccé polindbmicade L a CIRCUIT-SAT.



2 AlgunesReduccions

Un cops’hademostrague CIRCUIT-SAT ésNP-completja podemdemostragquemoltsaltresproblemes
son NP-complets.Comapasprevi veuremqgueunavariantdel problemaCIRCUIT-SAT per circuits molt
senzilletga esNP-complet.

3-SAT:

Donatun conjuntdeclausule<, . . ., C,, decomamolt tresliterals cadascunajeterminassi
laconjuncb C; A - - - A C,, Essatisfactible.

Esclarque3-SAT pertaly aNP. Perveureque3-SAT ésNP-hard,i pertantNP-complet,n’hi haproua
demostragque CIRCUIT-SAT esredueixa 3-SAT. Aqui vala reducco. SiguiC' un circuit booleaambcon-
nectvesAND, ORi NOT i entradesy, . .., z,. Constriremun conjuntdeclausulesF’ = {C1,...,Cpn}
demaneraqueC' siguisatisfactiblesi, i noméssi, la conjuncb C; A - -+ A C,,, hoés.Percadaportau deC,
inclosedesentradesdefinimunanovavariabley,, i afegim lesseagiientsclausulegslecomamolttresliterals
aF:

Siu ésunaentradadeC' etiquetada;, afegim —y,, V z; i y, V —z; aF.

Siu ésunaNOT i el cableve dela portav, afeggim -y, V =y 1 4, V yu & F.

Siu ésunaAND i elscablesvenendewv; i vy, afegim —y,, V —yy, V y, aF.

Siu ésunaAND i elscablesvenendev; i vy, tamke afegim -y, V yy, | =yu V Yo, aF.

Siu ésunaORi elscablesvenendelesportesv; i vy, afedim —y,, V yu | =Yy, V yu aF.

Siu ésunaORi elscablesvenendelesportesv; i vy, tamle afegim -y, V 4o, V 4o, aF.
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Siu ésla sortidadeC, tamke afeggim y,, a F.

Esclar queel conjuntde clausulesF espot constriir a partir deC' entempspolindmic. A més,no ésgens
dificil veureque C' éssatisfactiblesi, i noméssi, la conjuncd de les clausulesde F' éssatisfactible.Per
tant, I'algorisme que, donatun circuit C, retornael corresponentonjuntde clausulesF’ ésunareducco
polinomicade CIRCUIT-SAT a 3-SAT. Pertant,3-SAT ésNP-complet.

CONJUNT INDEPENDENT:

DonatungrafG = (V, E) i unnombrenaturalk, determinaisi G té unconjuntindependentdle
k nodes.Esadir, determinarsi existeix un subconjuntd C V' dek nodestal que{u,v} ¢ E
peratotu,v € A.

Aqui valareducco desde3-SAT. Sigui F = {C1, ..., Cy, } unconjuntdeclausulesDefinim £ i constriim
ungrafG = (V, E) aixi:

1. V=A{(,C,) : l apareixaC;},

2. F = {{(ll,C',), (1270])} 1= ] Oll = —|12},

3. k=m.
No ésgengdificil veurequeCy A - - - AC,, éssatisfactiblesi, i noméssi, G cong un conjuntindependentde
midak. Pertant,'algorismeque,donatun conjuntde clausule<, ..., C,,, retornael corresponengraf

G i el nUmerok ésunareduccod polinomicade 3-SAT aCONJUNTINDEPENDENT. Pertant, CONJUNT
INDEPENDENTésNP-hard,i donatquepertaty aNP, esNP-complet.



RECOBRIMENT :

Donatun graf G = (V, E) i un nombrenaturalk, determinarsi G té un recobrimentde les
arestemmbk nodes.Esadir, determinarsi existeix un subconjuntd C V dek nodestal que
percada{u,v} € F tenimqueal merys undelsextremsu 0 v pertary A.

Femunareduccd desde CONJUNTINDEPENDENT SiguiG = (V, E) ungrafi k£ un nombrenatural.
Definim%’ i ungraf G’ = (V', E') aixi:

LV =V,
2. E'=E,
3. K =|V| -k

EsclarqueG té unconjuntindependentle & nodessi, i noméssi, G’ té unrecobrimentlelesarestesamb
k" nodes Pertant,l'algorismeque,donatungraf G i un nombrek, retornael graf G’ i elnombrek’ ésuna
reduccod polinomicade CONJUNTINDEPENDENTa RECOBRIMENT

INEQUACIONS LINEALS 0-1:

Donadaunamatriu A dem x n enters donatun vectorb dem entersdeterminaisi existeix
unvectorz € {0,1}" talqueAxz > b.

Considerenta sggiientreducco desde 3-SAT. Donatunconjuntdeclausules’, . . ., C,, sobrdesvariables
z1, ..., Ts, definimunamatriu A dedimensionsn x n i unvectorb dedimenso m aixi:

1. A[i, j] = 1 siz; apareixaC; sensenegacb,

2. Ali, j] = —1siz,; apareixaC; ambnegacb (i nosense),

3. A[i, j] = 0 siz; noapareixaC;,

4. b[i] = 1 — n; onn; ésel nombredeliteralsambnegacb deC;.

No ésgensdificil veurequeC A - - - A C,,, €ssatisfactiblesi, i noméssi, existeixunz € {0,1}" tal que
Az > b. A més,lamatriuA i elvectorb espodenconstrir entempspolindmicapartirdeCy, ..., Cy,. Per
tant,la reducco éspolinomica,i el problemaésdoncsNP-hardi NP-completperqie pertary aNP.

NUMERO CROMATIC :

DonatungrafG = (V, E) i nombrenaturalk, determinassi espot pintarG amb/ colors. Es

adir, determinarsi existeix unafunctié f : V- — {1,...,k} tal quesi{u,v} € E, aleshores
fu) # f(v).
Esclar quepertaty a NP. Redtm a partir de 3-SAT. Donadeslausule<, . . ., C,, sobrelesvariables
T1,..., T, definimkiungrafG = (V, E) aixi:
1. k=3,

2.V = {T,F,R}U{.Z‘j,—!.l'j 1] = 1,...,n}U {(],C“ 1), (Z,CZ,Z) ti=1,...,mile€ Cz}1

3. E con&: untriangleentreT, F i R; untriangleentrez;, —z; i R; untriangleentre(ly,C;, 1),
(I3,Ci, 1) i (I5,Ci, 1) percadaC; = {l1,1s,13}; untriangleentre(ly, C;, 1), (I2,C;, 1) i T percada
C; = {l1,12}; untriangleentre(l,C;, 1), T i F percadaC; = {l}; unaarestaentre(l,C;,1) i
(1,C;,2); unaaresteentre(l, C;, 2) i T'; i unaaresteaentre(l,C;,2) i [.

Esun xic méscomplicatqueen els altrescasosped no massaampoc yeurequeaixd ésunareduccod. Es
adir, queC; A - - - A C)y, €ssatisfactiblesi, i noméssi, G espotpintaramb# colors.Clarament|a reduccod
éspolinomica.Pertant, NUMERO CROMATIC ésNP-complet.



