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e Formes de creixement freqlients

e Analisi asimptotica de I'eficiencia temporal
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e Equacions de recurrencia

e Problemes
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Analisi d'algorismes Problemes

Els problemes marcats amb una estrelleta (x) sén més dificils. Si no es diu
el contrari i us cal, considereu que tots els logaritmes sén en base 2.

e 12
e 13
e 14
e 16
* 1.7
e 1.12
e 1.13
e 1.14
e 1.15
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e 1.16
o 1.17
1.19
1.20 (un o dos
1.21 (un o dos
1.22 (un o dos
1.23 (un o dos
1.24 (un o dos
1.25 (un o dos

~— ~—r — — ' —

1.27
1.28
1.31 (en teoria)
1.32 (en teoria)
1.34
1.35
1.36
1.37
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Analisi d'algorismes Eficiencia temporal i espacial

e El concepte d'eficiencia és un concepte relatiu, en el sentit que es
compara l'eficiéncia d'un algorisme amb la d'un altre que resol el
mateix problema.

e Es diu que un algorisme és ineficient si n’hi ha un altre de més
eficient per resoldre el mateix problema.

e Mesurar I'eficiencia d'un algorisme equival a mesurar la quantitat de
recursos (temps i espai) necessaris per a la seva execucié, com a
funcié de les dades d'entrada.
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Analisi d'algorismes Eficiencia temporal i espacial

e Ens trobem davant d'un mur que s’allarga indefinidament en totes
dues direccions. Hi ha una porta que travessa el mur, perd no sabem
a quina distancia o en quina direccié. Es una mica fosc, perd portem
un fanalet que ens permet de veure la porta quan ja hi som aprop.
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Analisi d'algorismes Eficiencia temporal i espacial

e Ens trobem davant d'un mur que s'allarga indefinidament en totes
dues direccions. Hi ha una porta que travessa el mur, pero no sabem
a quina distancia o en quina direccié. Es una mica fosc, perd portem
un fanalet que ens permet de veure la porta quan ja hi som aprop.

e Mostreu que hi ha un algorisme que ens permet trobar la porta
caminant ©(n) passes, on n és el nombre de passes que haguérem fet
si haguéssim sabut on era la porta i hi haguéssim caminat
directament.

e Quina és la constant multiplicativa en I'analisi asimptotic de
I'eficiencia temporal d'aquest algorisme?

Gabriel Valiente (ALBCOM) Analisi i Disseny d’Algorismes Curs 2006—-2007 5/72



Analisi d'algorismes Eficiencia temporal i espacial

e Primer intent de resolucid.

<
<

Y

A

A

Y

=

-8 -6 -4-201 3 5 7 9

— Tenim que
T(n) 2n§'+ P U LA
= =L n—
n ' i+n > )
i=1
ates que
n
1
Zi:% peratotn>0.
i=1
— Aleshores

T(n) = ©(n?).
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Analisi d'algorismes Eficiencia temporal i espacial

e Segon intent de resolucid.

Y

<
<

-

|

-8 -2 01 4
— Suposem que n = 2K, Aleshores

k—1
T(n)=2) 2 42k =2(2" —1)+ 2" =3n-2,
i=0

ates que

n
ZZi:2”+1—1 peratot n>0.
i=0

— Aleshores
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Analisi d'algorismes Notacié asimptotica

e La notacié asimptotica serveix per classificar funcions en base a la
seva velocitat relativa de creixement.

o La idea és la d’establir un ordre relatiu entre funcions. Donades dues
funcions f = f(x) i g = g(x), hi pot haver valors de x on
f(x) < g(x) i valors de x on f(x) > g(x), per la qual cosa no té
sentit de dir que, per exemple, f(x) < g(x).

e Per exemple, 1000 n > n® per a valors petits de n, perd n? creix més

rapidament que 1000 n i eventualment n? > 1000 n. Es a dir, només a

partir de n = 1000 té sentit dir que 1000 n < n?.
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AGEIERCECITENES  Notacié asimptotica

e Les constants poden ser extremadament grans
e x| n=xx---x

° XTTn:XT(XT(...TX)...)

o Per exemple,

101710 = 10

1 seguit de devers
40000 zeros

e La regla general és
k fletxes

XTTTn:

k—1 k—1 k—1
—

— —
= X7 TxT 1T Tx)-)

n ocurréncies de x
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Notacislasimptotica
Siguin ;g : N — N.

e O gran O(g) denota el conjunt de les funcions f que com a molt
creixen tan rapidament com g.

Olg) = { f|l3ceR ' npeN:Vnzng:
f(n)<cg(n) }

e Omega gran Q(g) denota el conjunt de les funcions f que creixen tan
rapidament com o més rapidament que g.

Q) = { f|3IceRT,npeN:Vn=ng:
f(n) = cg(n) }

e Theta gran ©(g) denota el conjunt de les funcions f que creixen
exactament al mateix ritme que g.

©(g) = { flfeO(g).feQg) }
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AGEIERCECITENES  Notacié asimptotica

e O(g) denota el conjunt de les funcions f que com a molt creixen tan
rapidament com g.

Og) = { f|3IceRT,npeN:Vn=ng:
f(n)<cg(n) }

e La constant ng indica a partir de quin punt la funcié g és una fita
superior per a la funcié f.

e La constant ¢ formalitza I'expressié “modul una constant
multiplicativa”.

e Per exemple,

2n? € O(n*) n* ¢ O(n?)
2n? € O(n®) n3 ¢ O(n?)
2n? € 0(n?)
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AGEIERCECITENES  Notacié asimptotica

e Q(g) denota el conjunt de les funcions f que creixen tan rapidament
com o més rapidament que g.

Q) = { fl3IceRT,npeN:Vn=ng:
cg(n) < f(n) }

e La constant ng indica a partir de quin punt la funcié g és una fita
inferior per a la funcié f.

e La constant ¢ formalitza I'expressié “modul una constant
multiplicativa”.

e Per exemple,

n* € Q(n?) n? ¢ Q(n*)
n3 € Q(n?) n? ¢ Q(n%)
n? € Q(n?)
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AGEIERCECITENES  Notacié asimptotica

e O(g) denota el conjunt de les funcions f que creixen exactament al
mateix ritme que g.

o) = { flfeO(g),feQg) }
= { f|E|C1,C2 €R+,n0 eN:
VYn>ng:
cg(n) < f(n)<cg(n) }
e La constant ng indica a partir de quin punt la funcié g és una fita
inferior per a la funcié f.
e Per exemple,

n ¢ O(n?) n? ¢ O(n)
100 n? € ©(n?)
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Propietats de la notacié asimptotica
o Reflexivitat
feo(f).
e Transivitat
Sif€0O(g)ige ©(h) aleshores f € O(h).

e Regla de la suma
Sifi €O(g1)ifrh € O(g) aleshores f; + f, € O(max(g1,42))-

o Regla del producte
Sifi€O(g)if e Og) aleshores fi fo € O(g1 £2).

e Invarianca additiva
Ve e Rt : f € O(g) siinoméssi c+f e O(g).

e Invarianca multiplicativa
Ve e RT: f € O(g)siinoméssicf e O(g).

e Simetria
f € O(g) sii noméssi g € Q(f).

Gabriel Valiente (ALBCOM) Analisi i Disseny d’Algorismes Curs 2006-2007 14 /72



Analisi d'algorismes

Teorema (Reflexivitat)
f € O(f).

Demostracié.

Amb c1, o = 1 resulta, per a qualsevol ng € N, ¢; f(n) < f(n) < e f(n)
per a tot n > ng. O

[m] = =
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AGEIERCEECITENIESIN  Propietats de la notacié asimptotica

Teorema (Transivitat)
Sife©(g)ige O(h) aleshores f € O(h).

Demostracié.

Sigui f € ©(g) i sigui g € ©(h). Per definicid, existeixen ci, ¢z, 3,

ca € RT i ng, n € N tals que, per a tot n > ng, c1 g(n) < f(n) < cag(n)i
per a tot n > ny, c3 h(n) < g(n) < cq h(n).

Aixo vol dir que per a tot n > max(no, n1), c1 c3 h(n) < f(n) < ¢ ca h(n).

Aleshores f € ©(h). O

v

Gabriel Valiente (ALBCOM) Analisi i Disseny d’Algorismes Curs 2006-2007 16 / 72



Analisi d'algorismes Propietats de la notacié asimptotica

Teorema (Regla de la suma)

5/,' fL € O(g1) i f» € ©(g2) aleshores f; + f» € ©(max(g1, &2)).
Es a dir, ©(g1) + ©(g2) = ©(max(g1, 82))-

Demostracid.

Siguin i € ©(g1) i f2 € ©(g2). Per definicid, existeixen c1, ¢z, ¢3, ¢4 € RT
i n1,np € N tals que, per a tot n > ny, 1 g1(n) < fi(n) < cxg1(n) i per a
tot n = m, c3g2(n) < f(n) < caga(n).

Aixd vol dir que per a tot n > max(ny, np),

c1 g1(n) + c3 g2(n) < fi(n) + f2(n) < 2 g1(n) + ca g2(n), per la qual cosa
min(c1, ¢3) (g1(n) + 82(n)) < fi(n) + fa(n) < max(cz, ca) (g1(n) + g2(n))
per a tot n > max(ny, np) i, per tant,

min(c1, c3) max(gi(n), g2(n)) < fi(n) + f(n) < 2 max(co, ca) max(gi(n),
g2(n)) per a tot n > max(ny, n2).

Aleshores f; + f, € ©(max(g1, &2)). -

v
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AGEIERCEECITENIESIN  Propietats de la notacié asimptotica

Teorema (Regla del producte)

Sifi € ©(g1) i f» € O(g2) aleshores fi f» € O(g1 &). Es a dir,
O(g1) O(g2) = O(g1 &2)-

Demostracié.

Siguin i € ©(g1) i f2 € ©(g2). Per definicid, existeixen c1, ¢z, ¢3, ¢4 € RT
i n1,np € N tals que, per a tot n > ny, 1 g1(n) < fi(n) < 2 g1(n) i per a
tot n > my, c3g2(n) < fo(n) < caga(n).

Aixo vol dir que per a tot n > max(ny, n2),

c1 3 g1(n) g2(n) < fi(n) fa(n) < c2 ca g1(n) g2(n).

Aleshores f; f, € ©(g1 &2). O
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AGEIERCEECITENIESIN  Propietats de la notacié asimptotica

Teorema (Invarianca additiva)

Ve e Rt : f e O(g)siinoméssi c+f e O0(g).

Demostracid.

Regla de la suma amb f(n) = ¢ (per a la demostracié directa) i amb
fa(n) = —c (per a la demostracié inversa) per a tot n € N. O

v
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AGEIERCEECITENIESIN  Propietats de la notacié asimptotica

Teorema (Invariangca multiplicativa)
Ve e RT: f € ©(g) siinoméssicf € O(g).

Demostracid.

Regla del producte amb f;(n) = ¢ (per a la demostracié directa) i amb
fa(n) = 1/c (per a la demostracié inversa) per a tot n € N. O

v
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AGEIERCEECITENIESIN  Propietats de la notacié asimptotica

Teorema (Simetria)

f € O(g) si i només si g € Q(f).

Demostracié.

Sigui f € O(g). Per definicié, existeixen ¢ € R i ng € N tals que, per a
tot n > ng, f(n) < cg(n).

Donat que ¢ # 0, (1/c) f(n) < g(n) per a tot n > ng. Aleshores g € Q(f).

La demostracid inversa és similar. O

v
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AGEIERCEECITENESIN  Formes de creixement freqiients

Cost constant ©(1). No depeén de la mida de les dades.

Cost logarismic ©(log n). Per exemple, la cerca dicotomica en un
vector ordenat de n elements.

Cost lineal ©(n). Per exemple, la cerca seqiiencial d'un element en un
vector desordenat de n elements.

Cost quasi-lineal ©(n log n). Per exemple, I'ordenacié d'un vector de
n elements.

Cost polinomic ©(n*) amb k constant.

Cost quadratic ©(n?). Per exemple, el recorregut de una matriu de n
files i n columnes.

Cost ctibic ©(n®). Per exemple, el producte de dues matrius de n files
i n columnes.

Cost exponencial ©(k") amb k constant. Per exemple, la cerca
(heuristica) en un espai d'estats de amplada k i profunditat n.
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AGEIERCEECITENESIN  Formes de creixement freqiients

nilogn /n n nlogn n*> n’ 2" n!
1 0 1 1 0 1 1 2 1
10 23 3 10 23 100 103 1024 10°
100| 4.6 10 100 461 10* 100 1030 10158
102 69 32 103 6908 10° 10° 10301 102567
10| 9.2 100 10* 92103 10% 10! 103010 1035659
10° | 11.5 316 10° 1151290 1010 1015 1030103 10456573
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AGEIERCEECITENESIN  Formes de creixement freqiients

3.2768x 10" I /
1.6384x10*

8192

4096

I

I
2048 II /

]

]

1024/

n/fogn

8
/. !
4
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.2)

Contesteu les preguntes segiients sobre logaritmes:

e Quants bits calen per representar un nombre natural entre 0 in—17

e Comencant per x = 1, quants cops cal doblar x fins que sigui més

gran o igual que n?

e Comencant per x = n, quants cops cal dividir x per dos fins que sigui

menor o igual que 17 | si es divideix per tres?

Gabriel Valiente (ALBCOM) Analisi i Disseny d'Algorismes
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Problema (1.3)

Demostreu les igualtats segiients per induccio:
o« S0 i=n(n+1)/2
o« 3% i2=n(n+1)(2n+1)/6.

o ) = vae
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Problema (1.4)
Demostreu que Z?:o oi _ontl _ 1
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.6)

Demostreu les propietats asimptotiques seglients:
e Tot polinomi p(n) = agn* + ax_yn*=1 + .-+ a9n® amb a, > 0
pertany a ©(n¥).

e Per a qualssevol bases a, b > 1, es té que log, n = ©(log, n).
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Problema (1.7)
Demostreu que log(n!) = ©(nlog n).
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Problema (1.12)

Per a cada funcié f(n) i temps t de la taula segiient, determineu la talla
més gran que es pot resoldre en temps t d’un problema que necessita un
temps de f(n) us per executar-se sobre una entrada de talla n.

Analisi d'algorismes

Problemes

1 segon

1 minut

1 hora

1 dia

1 mes

1 any

1 segle

log n

NG

Gabriel Valiente (ALBCOM)
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.13)

La tecnologia actual permet resoldre, en un cert temps T, un problema de
talla fins a n = 108 amb un algorisme de complexitat ©(n). Suposeu que
la constant amagada en la notacié asimptotica és la mateixa per a tots els
algorismes. Quina és la talla n de la instancia més gran que es pot resoldre
en temps T amb un algorisme de complexitat ©(n+/n) i per qué?

Suposeu que amb la tecnologia d’aqui’ a deu anys, els processadors siguin
100 cops més rapids. Quina sera llavors la talla n de la instancia més gran
que es podra resoldre en temps T amb un algorisme de complexitat

©(ny/n)? )
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.14)

Considereu les funcions segiients: 5nln n, 4n/n, log.(n"), n/logy n,
n/Inn, 3In(7"). Ordeneu-les, de menor a major, segons el seu creixement
asimptotic. Si dues o més funcions tenen el mateix grau de creixement,
indiqueu-ho.
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.15)

Agrupeu les funcions segiients de manera que f(n) i g(n) pertanyin al
mateix grup si i només si f(n) € ©(g(n)), i enumereu els grups segons el
seu ordre de creixement:

n, v/n, n%°, n? nlogn, nloglogn, (log log n)2, nlog2 n, n3/(n —1), nlogn
nlog(n?), 21n, 2", oV oViegn on/2 37 22" 2/nin®logn.
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Analisi asimptotica de I'eficiencia temporal
o Referencia a un objecte (de tipus predefinit o bé escalar) i la seva
manipulacié mitjancant operacions aritmetiques i logiques, incloent-hi
indexacions de vectors i seleccions de tuples. Constant.

e Avaluacié d'una expressié. Suma dels costos de les subexpressions
que la componen i dels operadors que les combinen.

e Invocacié a una funcié. Suma del cost d’avaluar els parametres reals
més el cost d’executar el cos de la funcié.

— Es considera que el pas de parametres d’entrada no exigeix fer-ne una
copia si la funcié no els modifica.

— No es considera la formulacié d'equacions de recurréncia, tipiques del
cas de les funcions recursives.

e Composicié seqiiencial d'instruccions. Suma dels costos de les
instruccions que componen la sequiéncia.

e Assignacié. Suma del cost d'avaluar I'expressié que identifica la part
esquerra i del cost d'avaluar I'expressié de la part dreta.
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Analisi asimptotica de I'eficiencia temporal
e Composicié alternativa d'instruccions. Suma dels costos d'avaluar les
diferents expressions condicionals i les instruccions associades.

— S’examinen totes les branques possibles i predomina el cost de la
condicié o de |'expressié més costosa.

e Composicié iterativa d'instruccions. Suma del cost d'avaluar la
condicié de la iteracid i de les instruccions que en formen el cos
multiplicades pel nombre de vegades que s’executa la iteracid.

e Invocacié a una accié. Suma del cost d'avaluar els parametres reals
més el cost d'executar el cos de I'accid.

— Es considera que el pas de parametres d'entrada no exigeix fer-ne una
copia si I'accié no els modifica.

e Retorn d'un valor. Cost d'avaluar |'expressié.

e Tractament d'errors. Constant.
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AGEIERCIECIENIES  Analisi asimptotica de I'eficiencia temporal

Ordenacié d'un vector pel métode de la bombolla.

Exemple J

procedure BubbleSort (A, 1, n)
fori:=1ton—1do
for j := n downto / + 1 do
if Aj —1] > A[j] then
Alj — 1] < A[J]
end if
end for
end for
end procedure

e n — 1 iteracions exteriors, n — / iteracions interiors

n—1
S(n-i)=n(n-1)- DM 2D o)

i=1
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Analisi asimptotica de I'eficiencia espacial
e Espai que ocupa un objecte (de tipus predefinit o bé escalar).
Constant.

e Espai que ocupa un vector. Producte de |'espai que ocupa cada
component per la dimensié del vector.

e Espai que ocupa una estructura. Suma de I'espai que ocupen els
components de |'estructura.
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.16)

De cadascun dels fragments de codi segiients, analitzeu el seu cost.

@ int s = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) {
++s;
}
@ int s = 0;
for (int i=0; i<n; i+=2) {
++s3;
} v

Gabriel Valiente (ALBCOM) Analisi i Disseny d’Algorismes Curs 2006-2007

38 /72



Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.16)
De cadascun dels fragments de codi segiients, analitzeu el seu cost.
© int s = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) {
++s;
}
for (int j=0; j<n; ++j) {
++5;
+
Q@ int s = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) {
for (int j=0; j<n; ++j) {
++8;

1}
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.16)

De cadascun dels fragments de codi segiients, analitzeu el seu cost.
@ int s = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) {
for (int j=0; j<i; ++j) {
++8;
3
Q int s = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) {
for (int j=i; j<mn; ++j) {
++s;

T}
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.16)

De cadascun dels fragments de codi segiients, analitzeu el seu cost.
@ int s = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) {
for (int j=0; j<m; ++j) {
for (int k=0; k<n; ++k) {
++s;
}r}
@ int s = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) {
for (int j=0; j<i; ++j) {
for (int k=0; k<j; ++k) {
++s;

1}
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.16)
De cadascun dels fragments de codi segiients, analitzeu el seu cost.
Q int s = 0;
for (int i=1; i<=n; i*=2) {
++s;
}
@ int s = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) {
for (int j=0; j<i*i; ++j) {
for (int k=0; k<n; ++k) {
++s;

1}
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.16)
De cadascun dels fragments de codi segiients, analitzeu el seu cost.

@ int s = 0;

for (int i=0; i<n; ++i) {
for (int j=0; j<ixi; ++j) {
if (§%i==0) {
for (int k=0; k<n; ++k) {
++5;

Prr}

Gabriel Valiente (ALBCOM) Analisi i Disseny d'Algorismes Curs 2006-2007

43 /72



Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.17)

Digueu quin és el cost de les instruccions (1), (2) i (3) del programa
segtient.

int funciol (vector<int>& v) { return v[0]; }
int funcio2 (vector<int> v) { return v[0]; }

int £ (int n) {
vector<int> v(n,0); // (1)
int a = funciol(v); // (2)
int b = funcio2(v); // (3)
return a+b;
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.19)

Utilitzeu la notacié asimptotica més indicada (O, 2, © ) per indicar el cost
en temps de la cerca seqiiencial.

e en el cas pitjor,
e en el cas millor,

e en el cas mitja.
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.20)

Considereu una taula T amb n elements.

e Escriviu un algorisme que usi exactament n — 1 comparacions per
trobar I'element minim de T.

e Escriviu un algorisme que usi exactament n — 1 comparacions per
trobar I'element maxim de T.

* Escriviu un algorisme que trobi els elements minim i maxim de T amb
només unes 3n/2 comparacions.
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.21)
Quin és el cost en temps i en espai dels algorismes “escolars” per
e sumar dos naturals de n digits,

e multiplicar dos naturals de n digits.
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.22)

Escriviu I'algorisme classic per sumar dues matrius n X n. Expliqueu
perqué aquest algorisme de cost O(n?) és lineal.

Demostreu que qualsevol algorisme per sumar dues matrius n X n requereix
Q(n?) passos.
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.23)

Escriviu I'algorisme classic per multiplicar dues matrius n x n. Quin és el
seu cost en funcié de n? Quin és el seu cost en funcié de la talla de les
entrades?

Demostreu que qualsevol algorisme per multiplicar dues matrius n X n
requereix Q(n?) passos.
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Problema (1.24)
Escriviu un algorisme per determinar si un nimero natural n és primer.
Quin és el seu cost en funcié de n?
o = = = wace




Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.25)

Escriviu i analitzeu I'algorisme corresponent al garbell d’Eratdstenes per
determinar tots els nombres primers entre 2 i n.
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Analisi d'algorismes Equacions de recurréncia

e Una equacié de recurrencia és una expressié que déna el valor de f(n)
en termes de f(n’) per a un valor n’ < n més petit de la variable

C(n,1) =1
C(n,n) =1
C(n,k) = Ch—1,k)+C(n—1,k-1)

e Les equacions de recurréncia es poden reduir al que s'anomena una
solucié tancada, una expressid que pot ser avaluada en una quantitat
fixa d'operacions aritmétiques elementals (sumes i diferencies,
productes i quocients, exponenciacié i radicacid)

e També s’admet com a expressié tancada el factorial d'un nombre
(encara que, de fet, correspon a una quantitat variable de
multiplicacions) i sovint també expressions amb sumatoris

)= (4) = 6=
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AGEIERCIEICITENES  Equacions de recurréncia

Exemple
Factorial.
|k sin=20
T(”)_{ T(h—1)+k sin>1
Pera n > 0,

T(n) = T(h—1)+ ko
T(n—2)+k2—|-k2

= T(n—n)+hk+ +k
~—_——
T(0)+ﬂk2
n ko + kq
©(n)
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AGEIERCIEICITENES  Equacions de recurréncia

o La talla del problema decreix aritméticament. Una crida recursiva
sobre un problema de talla n genera a crides recursives sobre
subproblemes de talla n — ¢, amb ¢ constant.

T(n)=a-T(n—c)+ g(n)

e La talla del problema decreix geomeétricament. Una crida recursiva
sobre un problema de talla n genera a crides recursives sobre
subproblemes de talla n/b, amb b constant i b > 1.

T(n)=a-T(n/b)+g(n)
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AGEIERCIEICITENES  Equacions de recurréncia

Teorema (Master )
Sigui T(n) el cost d’un algorisme recursiu descrit per la recurréncia

[ f(n) si0<n<n
T(n)_{a~T(n—c)+g(n) sin > ng i

on ng és una constant, ¢ > 1, f(n) és una funcié arbitraria i g(n) = ©(n*)
amb k constant. Aleshores,

O(n¥) sia<l1
T(n)={ ©(nk*t1) sia=1
0(a"/c) sia>1
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AGEIERCIEICITENES  Equacions de recurréncia

Exemple

La solucié de I'equacié de recurréncia

T(1) =1
T(n) = T(n—1)+n peran>?2

és T(n) = ©(n?), ates que a = 1 i n+1 = n?,
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AGEIERCIEICITENES  Equacions de recurréncia

Teorema (Master 1)

Sigui T(n) el cost d’un algorisme recursiu descrit per la recurréncia

[ f(n) i0o<n<n
T(n)—{ a-T(n/b)+ g(n) zi n = no i

on ng és una constant, b > 1, f(n) és una funcié arbitraria i g(n) = ©(n*)

amb k > 0 constant. Aleshores,

(nk) si a < bk
T(n)=1{ ©O(nklogn) sia= bk
O(n'°e»2) si a > b¥
y
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AGEIERCIEICITENES  Equacions de recurréncia

Exemple

La solucié de I'equacié de recurréncia

T(1) = 0
T(n) = 2T(n/2)+n peran>?2

és T(n) = ©(nlogn), ates que 2 = a = b* =21

Gabriel Valiente (ALBCOM) Analisi i Disseny d’Algorismes Curs 2006-2007

58 / 72



Analisi d'algorismes Equacions de recurréncia

Demostracié.
Considerem T(n) = ©(n¥) +a- T(n/b) per a n > ng. Sigui a = log, a, i
sigui C(n) = T(n)/n®. Aleshores,

ctn) = T _gipiay+ nia T(n/b)

() + = (3)" Cln/b)
= ©(n*=)+ % C(n/b)
= O(n"*) + C(n/b)

= ©

Demostrarem que
O(nk—) sik—a>0
C(n) =< ©O(logn) sik—a=0
O(1) sik—a<0
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AGEIERCIEICITENES  Equacions de recurréncia

Demostracid.
amb la qual cosa

O(n*) sik—a>0=a< br
T(n)=<{ O(nklogn) sik—a=0=a=>bk
O(n%) sik—a<0=a> bk

De fet, sigui C(n) = ©(n°) + C(n/b) per a n > ngy. Aleshores,
C(n) = ©(n°)+06((n/b)°)+ C(n/b2) - ...
= O(n°+ (n/b) + (n/b?) + - + (n/blo8> )¢
= ©O(n°) <1+1/b°—|—1/b20+...+1/b(|0gb")5)
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AGEIERCIEICITENES  Equacions de recurréncia

Demostracid.
Cal distingir tres casos:

(c >0)
C(n) =©(n°)0(1) = ©(n°)
(c=0)
C(n)=06(1)(1+1/1+---+1/1) = O(log n)
—_——
O(log n)
(c<0)

C(n) = ©(n) (1 4 b4 b2 4 ... 4 p(logs n)c>
= O(n9)O(n ) =0(1)
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.27)
Resoleu les recurréncies subtractores seglients:
e T(n)=T(n—1)+0(1),
e T(n)=T(n-2)+06(1),
e T(n)=T(n—1)+0O(n),
e T(n)=2T(n—1)+0O(1).
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.28)
Resoleu les recurréncies divisores seglients:
e T(n)=2T(n/2)+©(1),
e T(n)=2T(n/2)+ ©(n),
e T(n)=2T(n/2) +O(n?),
e T(n)=2T(n/2)+ O(1),
e T(n)=2T(n/2)+ O(n)
e T(n)=2T(n/2)+ O(n?)
e T(n)=4T(n/2)+n
e T(n)=4T(n/2)+ n?
e T(n)=4T(n/2) + n3
e T(n)=9T(n/3)+3n+2,
e T(n)=T(9n/10) 4+ ©(n),
o T(n) = 2T(n/4)+ V. J
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.31)

Digueu quins algorismes d’ordenacié elementals son estables. Per als que
ho son, justifiqueu per qué ho sén; per als que no ho sén, doneu un
contraexemple.
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.32)

Digueu quan triguen els algorismes d’ordenacié elementals quan I'entrada
es troba...

e permutada a l'atzar,
e ordenada,

e ordenada del revés,

e amb tots els elements iguals.
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.34)

Tenim una taula t amb n elements i desitgem saber si k, altres elements

sén dins de la taula t o no. Hi ha, com a minim, dues maneres possibles

de procedir:

Opcid 1: Per a cadascun dels k, elements, fem una cerca lineal a la taula
t.

Opcié 2: Ordenem primer la taula t amb un algorisme ©(nlog n) i,
després, per a cadascun dels k, elements, fem una cerca
dicotomica a la taula t.

Digueu quin ha de ser el valor minim de k,, (utilitzant notacié asimptotica)

perqué la segona opcid sigui més rapida o igual que la primera.
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.35)

Analitzeu el cost de les funcions recursives segtients per calcular x" per a
n>0.

© double potencia_1 (double x, int n) {

if (n==0) {
return 1;
} else {

return x*potencia_1(x,n-1);

T}
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.35)

Analitzeu el cost de les funcions recursives segtients per calcular x" per a
n>0.
@ double potencia_2 (double x, int n) {
if (n==0) {
return 1;
} else if (n%2==0) {
int y = potencia_2(x,n/2);
return y*y;
} else {
int y = potencia_2(x,n/2);
return y*y*x,;

T}
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.35)

Analitzeu el cost de les funcions recursives segtients per calcular x" per a
n>0.
© double potencia_3 (double x, int n) {
if (n==0) {
return 1;
} else if (n%2==0) {
return potencia_3(x,n/2) * potencia_3(x,n/2);
} else {
return potencia_3(x,n/2) * potencia_3(x,n/2) * x;

T}

Gabriel Valiente (ALBCOM) Analisi i Disseny d’Algorismes Curs 2006-2007 69 / 72



Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.36)

Considereu les dues funcions segiients per trobar el maxim d’una taula de
n reals (amb n > 1). Calculeu el cost dels dos algorismes en funcié de la
talla de la taula n. Quin d’ells escollirieu? Per qué?

© // Crida inicial: maxS(t,n-1)
double maxS (vector<double>& t, int i) {

if (i==0) {
return t[0];
} else {

double m = maxS(t,i-1);
return t[il<m ? m : t[i];

+}
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.36)

Considereu les dues funcions segiients per trobar el maxim d’una taula de
n reals (amb n > 1). Calculeu el cost dels dos algorismes en funcié de la
talla de la taula n. Quin d’ells escollirieu? Per qué?

@ // Crida inicial: maxD(t,0,n-1)
double maxD (vector<double>& t, int i, int j) {

if (i==j) {
return t[i];
} else {
int k¥ = (i+j)/2;
double m1 = maxD(t,i,k);
double m2 = maxD(t,k+1,j);

return mi>m2 7 ml : m2;

T}
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Analisi d'algorismes Problemes

Problema (1.37)

Un algorisme A té un cost donat per la recurréncia

Ta(n) = 7Ta(n/2) + n?. Un algorisme competidor B té cost

Ta(n) = xTg(n/4) + n?. Quin és I'enter x més gran per al qual B és
asimptoticament millor que A?
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