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@ Aniiisis de Alcoritmos



El andlisis de alaoritmos tiene como oBjetivo
estarlecer propiedades soBre la eficiencia permitiendo
la comparacidn entre soluciones alternativas y predecir
los recursos Que usard un alaoritmo o ED.



Consideremos el siguiente alcoritmo para determinar
el minimo de un vector A de n elementos:

i=0; min = 0;
while (i < n) {
if (A[i] < A[min])

min = i;
++i;
¥
//m = 0ymmn = 0290
// n > 0y Almin] = min{A4[¢]:0< 1 < n}

El nimero de operaciones elementales (comparaciones,
asignaciones, sumas, ete) Que realiza es rasicamente
Proporcional al nimero n de elementos del vector Ay
el tiempo de ejecucidn serd, consecuentemente, de la
forma a-n+b



@ La "forma" del coste a-n + b es independiente del
hardware sokre el Que se implementa, el sistema
orerativo, el lenguaje de proaramacidon, ete; sdlo
las constanttes a y b dependen de estos factores

@ Para analizar alaoritmos sdlo contaremos el
Namero de operaciones elementales, asumiendo
QuUe cada una de ellas consume una unidad de tiempo

@ En aeneral, la eficiencia de un alaoritmo dependera
de cada entrada conereta, no sAlo del tamaRo de la
entrada



Dado un alaoritmo A cuyo conjunto de entradas es A
su eficiencia o coste (en tiempo, en espacio, en
Namero de operaciones de E/S, ete) es una funcidn T
de Aen N (o Q & R, seain el caso):

T:A—N
a— T(a)

Caracterizar la funcidn T puede ser muy complicado y
ademas proporciona informacidn inmane jasle,
dificilmente utilizakle en la practica.



Sea A, el conjunto de entradas de tamaio n y
T.: A, — Nla funcidn T restrinaida a A,

@ Coste en caso mejor:

Thejor(n) = min{T,(a) |a € A,}.

@ Coste en ¢aso peor:

Treor(n) = max{T,(a) | a € A,}.

@ Coste promedio:

Tova(n) = Z Pr(a) Th(a)

aE«An

=> kPr(T,=k).

k>0



@ Para todo n > 0y para cuslauier a € A,

Thvejor(n) < Th(a) < Teeor(n).

@ Paratodon >0

Twejor(n) < Tove(n) < Treor(n).
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Por 1o aeneral, estudiaremos el coste en caso peor de
l0s algoritmos por dos razones:
@ pProporciona Garantias sorre la eficiencia del
alaoritmo ya Que el coste Nnunca exceders el coste
en easo peor

@ es més $acil de calcular Que el coste promedio



Una caracteristica esencial del coste (en caso peor, en
3850 Mejor, promedio) es su tasa de crecimiento u
orden de maanitud.

logom  n nlogyn n? nd on
1 2 2 4 8 4
2 4 8 16 64 16
3 8 24 64 512 256
4 16 64 256 4096 262144
5 32 160 1024 32768 6,87-10'°
6 64 384 4096 262144 4,72-10%
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Definicidn
Dada una funcidn f:RT — RT la clase O(f) (O-arande
de N es

O(f) ={g:R" = R"|IngIcVn > ng : g(n) < c- f(n)}.




Aunaue O(f) es un conjunto de funciones por
tradicid n se escrige g = O(f) en vez de g € O(f). Sin
emparao, O(f) = g no tiene sentido. Alaunas
propiedades Bdsicas de la notacidn O:
Q Silim, .« g9(n)/f(n) < +00 entonces g = O(f).
Q Es reflexiva: para toda funcidn f: RT — RY,
f=0(f)
© Es transitiva:si f = ©O(g) ¥y g = O(h) entonces
f=0(h).
Q Para toda constante ¢ > 0, O(f) = O(c- f).



Ademés de la notacidn O-arande se utilizan las
notaciones ) (omeaa) y O (zitad). La primera define un
conjunto de funciones acotada inferiormente por una
dada:

Qf)={g:R" = R"|IngIc > 0Vn > ng: g(n) >c- f(n)}

La notacidn Q es reflexiva y transitiva; si

lim, ,» g(n)/f(n) > 0 entonces g = Q(f). Por otra parte,
si f = O(g) entonces g = Q(f) y viceversa.

Se dice que O(f) es la clase de las funciones Que crecen
NO Més rapido aue f. Andloaamente, Q(f) es la clase de
las funciones Que crecen NO Mads despacio Que f.
Finalmvente,

e(f) =a(f)no(f)

es la clase de la funciones con |a misma tasa de
crecimiento Que f.



La notacidn © es reflexiva y transitiva, como las otras.
Es ademds simétrica: f = O(g) si y sdlo si g = O(f). Si
lim,_, g(n)/f(n) = c donde 0 < c < co entonces g = O(f).
Ortras propiedades adicionales de las notaciones
asintSticas son (las inclusiones son estrictas):

@ Para cuslesquiera constantes a < 3, si f es una
funcidn creciente entonces O(f%) C O(FP).

@ Para cuslesquiera constantes ay b > 0,si f es
creciente, O((log £)%) C O(f°).

@ Para cuslauier constante ¢ > 0, si f es creciente,
o(f) c o(c).



Los operadores convencionales (sumwas, restas,
divisiones, ete) soBre clases de funciones definidas
mediante una Nnotacidn asintdtica se extienden de Ia
siguiente manera:

A®B={h|3f€ ANIgEB : h=f®g}

donde Ay B son conjuntos de funciones. Expresiones
de la forma f ® A donde f es una funcidn se entendersd
como {f}® A

Este convenio nos permite escrigir de manera cdmoda
expresiones como n + O(logn), n®M) & (1) + o(1/n).



Regla de las sumas:

©(f) +©(9) = e(f + g) = O(max{f, g}).

Regla de los productos:

O(f)-©(g) =O(f - 9).

R ealas similares se cumplen para las notaciones O y Q.



Las dos ultimas realas £acilitan el andlisis del coste en
Qas0 peor de alaoritmos iterativos.

@ El coste de una operacidn elemental es O(1).

©Q Si el coste de un fraamento Sy es fyelde Sy es g
entonces el coste de Si;5> es f+g.

© Sielcoste de S; es f,elde Sy es gy el coste de
evaluar B es h entonces el coste en 0asO peor de

if (B) {
S1

} else {
Sa

+

es max{f + h,g+ h}




Q Si el coste de S durante la i-ésima iteracidn es f;,
el coste de evaluar B es h; ¥y el nimero de
iteraciones es g entonces el coste T de

while (B) {
S
+

es
i=g(n)

T(n)= )_ fi(n)+hi(n).
i=1

Si f =méx{f; + h;} entonces T' = O(f - g9).



Andlisis de alaoritmos recursivos

El coste (en caso peor, medio, ...) de un alaoritmo
recursivo T(n) satisface, dada la naturaleza del
alaoritmo, una ecuacid n recurrente: esto es, T'(n)
dependers del valor de T para tamafos menores.
Frecuentemente, 13 recurrencia adopta una de las dos
siguientes £fOrmas:

T(n) = a-T(n - c) + g(n),
T(n)=a-T(n/b) + g(n).



Teorema

Sea T'(n) el coste (en caso peor, en casO medio, ..) de
un 3lgoritmo recursivo Que satisface la recurrencia

T(n) = f(n) si 0<n < ng
e a-T(n—c)+g(n) sin>ng,

donde ng es una constante, ¢ > 1, f(n) es una funcidn
areitraria y g(n) = ©(n*) para una cierta constante
k> 0.
Entonces
®(nf) sia<1
T(n) =< O0(n*1!) sia=1
e(a™¢) sia>1.




Teorema

Sea T'(n) el coste (en caso peor, en caso medio,...) de
un algoritmo recursivo Que satisface la recurrencia

T(m) — f(n) si 0<n < ng
(n) = a-T(n/b)+g(n) sin>ng,

donde ng es una constante, b > 1, f(n) es una funcidn
areitraria y g(n) = ©(n*) para una cierta constante
k> 0.

Sea a = log, a. Entonces

e(nk) sia<k
T(n) = ©(nFlogn) sia=k
O(n%) sia>k.




Demostracidn.
Supondremos aue 1 = ng - b™. Aplicando 18 recurrencia
repetidamente,

T(n) =g(n)+a- -T(n/b)
=g(n) +a- f(n/b) +a®-T(n/b?)
=g(n)+a-g(nfb)+---+a""-g(n/o" )
+a" - T(n/b")

= > a-g(n/¥)+a" - T(no)
0<5<r



Puesto que f(ny) es una constante tenemos que el
seaundo término es O(n%) ya Que

a” = alogb(n/no) — glogsn . 5~ logymo
— @(blOgb a-logy, n)

— O(n'°®%°) = B(n%).



Ahora tenemos tres casos diferentes a considerar:
seain Que a/bF sea menor, icual © mayor aue 1.
AkRternativamente, ya @ue a = log, a, seain Que a sea
Mayor, iGual © menor @ue k. Si k > a
(equivalentemente, a/bF < 1) entonces Ia suma Que
aparece en el primer término es una serie Geométrica
acotada pOr una constante, es decir, el priver término
es O(nF). Como asumimos aue k > a, es el primer
término el Que domina y T(n) = 8(n*) = B(g(n)).



Si k = a,tendremos Que a/bF =1y la suma vale k. Ma
Que k = log,(n/np) = ©(log n), concluimos que

T(n) = ©(n* -logn) = ©(g(n) - logn). Finalmente, si k <
entonces a/bF > 1y el valor de la suma es

= (3) -Y-e())

—o(™) = o(nH).

nk
Por tanto, es el sequndo término el Que en este caso
domina y T'(n) = ©(n%).



@ Divide y Vencerss



Introduccid n

El principio B3sico de divide y venceras (en inalés, divide
and conquer; en cataldn, dividir per conquerir) es muy
simple:
@ Si el ejemplar (instancia) del proelema a resolver es
suficientemente simple, se encuentra la solucidn
mediante alain método directo.
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Introduccid n

El principio B3sico de divide y venceras (en inalés, divide
and conquer; en cataldn, dividir per conquerir) es muy
sitvple:

@ Si el ejemplar (instancia) del proelema a resolver es
suficientemente simple, se encuentra la solucidn
mediante alain método directo.

@ En caso convtrario, se divide 0 fraamenta el
ejemplar dado en surejemplares zi,...,Tx ¥ se
resuelve, independiente y recursivamente, el
proelema para cada uno de ellos.

© Las soluciones ortenidas v, ..., Y, S& COMBINaN para
oBtener Ia solucidn al ejemplar oriainal.



function divide_y_venceras(z : t_dato) return t_resultado
var zi,Z»2,...,Tg . t_dato
Y1,Y2,...,Yk : t_resultado

end
if z es simple then
return solucion_directa(z)
else
<$1)$2)"’7$k> = (12)
for 1 :=1to k do
y; := divide_y_venceras(z;)
end
return (y1,v2,- -, Yx)
fi
end

Si k =1, se hagla del esquema de reduccidn.



El es@uema de divide y vencerias se caracteriza
adicionalmentte por las siguientes propiedades:
@ No se resuelve mas de una vez un Mmismo
SUBRPrOBRlema



El es@uema de divide y vencerias se caracteriza
adicionalmentte por las siguientes propiedades:

@ N se resuelve mas de una vez un Mismo
SUBRPrOBRlema

@ El tamano de los surejemplares es, en promedio,
una fraccidn del tamaRo del ejemplar oriainal, es
decir, si ¢ es de tamano n, el tamano esperado de
un susejemplar cuslauiera z; es n/c; donde c; > 1.
Con $recuencis, esta condicidn se cuwplird siempre,
No s8I0 en promedio.



El andlisis de un alaoritmo divide y vencerias reauiere, al
igual Que ocurtre con Otros alaoritmos recursivos, la
resolucidn de recurrencias. La recurrencia tipica es

T(n) f(n)+a-T(n/b) sin>ny,
~b(n) si n < ny.

@ ng = tamaRo MEXIMO de las instancias con solucid N
directa

@ n/b = tamafo de los susejemplares resueltos
recursivamente

@ a = NUmero de llamadas recursivas
@ f(n) = coste de dividir y comprinar



Risqueda dicotd mica

Proelema: Dado un vector A[0..n — 1] de n elementos, en
orden creciente, y un elemento z, determinar el valor 1,
-1 <1< n,tal @ue Afi] <z < A[t + 1] (convendremos Que
A[-1] = —oc0 y A[n] = +o00).

Si el vector A fuese vadio la respuesta es sendilla, pues
T NO estd en el vector. Pero para poder ogtener una
solucid N recursiva efectiva, deremos realizar la
siauiente ceneralizacid n: dado un seamento o
sugvector Al + 1.u —1], -1 <{ < u < n, ordenado
crecientemente, y tal Que A[f] < z < Alul, determinar el
valor 1, £ <i<u—1,tal ue Afi| <z < At + 1]. Este es
un ejemplo aldsico de inmersidn de pardmetros.

Si £+ 1 =u,el seamento en cuestidn No contiene
elementos yi=u—1=24¢



int bsearch(const vector<T>& A, T z,
int £, int u) {
int m=({{ +w) / 2;
if (L ==u - 1)
return £;
if (z < Alml)
return bsearch(4, z, £, m);
else
return bsearch(4, =z, m, u);




La llamada inicial es bsearch(4,z, —1, A.size()), donde
A.size() NnOs da n, el Nimero de elementos del vector A
Prescindiendo de la pequefra diferencia entre el
tamano real de l0s sugejemplares y el valor n/2, el coste
de la BGs@ueda Rinaria o dicotdmica viene deserito por
la recurrencia

B(n) =0©(1)+ B(n/2), m >0,

y B(0) = by. Aplicamos el teorema | con a =log, 1 =0y
por lo tanto B(n) = ©(logn).



Algoritmo de Karatsura

El alaoritmo tradicional de multiplicacid n tiene coste
©(n?) para multiplicar dos enteros de n Bits, ya la suma
de dos enteros de ©(n) Bits tiene coste ©(n).

231 x 659 9 x 231 + 5 x 231 x 10
6 x 231 x 100
2079 + 11550 + 138600

152229

o+



El mismo coste tiene el alaoritmo de muktiplicacidn a la
rusa.

z =0; // oz = X ANy =
while (x '= 0 { // Inv: 2 + z- y = X- Y
if (x% 2 ==0) {
x /= 2; y %= 2;
} else {
—-%; Z += 3;

Y

}




Suponaamos Que z e y son dos NUmeros pPOsitivos de
n = 2F Bits (si n NO es una potencia de 22 & z e y NO
tienen amBROos 18 misma lonaitud, podemos afadir O’s
por la izQuierda para Que asi sea).

UnNna idea Que No funciona:

I /—A o o—
T B
/\C D—
¥ : 4
AnC ExD
5 P =

z-y=(A-2"?+B).-(C-2"? + D)
=A-C-2"4+(A-D+B-C)-2¥?> 4+ B-D.




Efectuada la descomposicidn z = (4,B) yy = (C, D), se
caleulan 4+ productos (A- B, A-D,B-Cy B-D)yse
comBinan las soluciones mediante sumas y
desplazamientos (shifts). El coste de estas operaciones
es O(n). Por lo tanto, el coste de la muttiplicacidn
mediante este alaoritmo divide y venceras viene dado
por la recurrencia

M(n)=0(n)+4-M(n/2), n>1

cuya solucidn es M(n) = ©(n?). Eneste caso k=1,a =14
yb=2yk=1<a=log,4=2



El algoritmo de Karatsuga (I962) realiza la
muktiplicacid n dividiendo 10s dos Ndmeros como antes
Pero se realizan las siauientes 3 muktiplicaciones
(recursivamente)

U=A-C
V=B-D
W =(A+B)-(C+D)

M el resutado se calcula a parttir de las tres soluciones
ORtenidas

z-y=U-2"+(W—(U+V))- 2"+ V.



El algoritmo requiere realizar b adiciones (una de ellas
es de hecho una resta) frente a las 3 adiciones Que se
emplearan en el algoritmo anterior. El coste mejora
pues el coste de las funciones de divisidn y de
comerinacid n del alaoritmo de Karatsura sicue siendo
lineal y disminuye el Nlimero de llamadas recursivas.

M(n) = ©(n) +3- M(n/2)

M(n) — @(nlogg 3) — @(n1,5849625...)

La constante ocutta en la notacidn asintd-tics es
arande y la ventaja de este alaoritmo frente a los
alaoritmos Bdsicos NO se manifiesta hasta Que n es
relativamente arande (del orden de 200 a 250 Bits
pPor multiplicando).



void mult(const vector<bool>& x, const vector<bool>% y,
const vector<bool>& z,
int ix, int jx, int iy, int jy) {
// calcula el producto de z[iz..jz] por y[iy..jy]
// con jy — 1y = jz —iz
int n = jx - ix + 1;
if (n < M)
usar método simple aqui
else {
int mx = (ix + jx) / 2; int my = (iy + jy) / 2;
vector<bool> U(n+1), V(n+1), Wi(n+1), W2(n+1);
mult(x, y, U, mx + 1, jx, my + 1, jy);
mult(x, y, V, ix, mx, iy, my);
decala_izquierda(U, n);
Wi = x[ix..mx] + y[liy..myl;
W2 = x[mx + 1..jx] + yImy + 1..jy];
// afiadir un bit a W1 y W2 si es necesario
vector<bool> W;
W = mult (Wi, W2, ...);
W=W-(U+V);
decala_izquierda(W, n / 2);
Z=U+W+V;




Ordenacidn por fusidn

El alaoritmo de ordenacidn por fusidn (Meraesort)
fue uno de |0s primeros alaoritmos eficentes de
ordenacidn jamds propuestos. Diversas variantes de
este alaoritmo son particularmente Gtiles para Ia
ordenacidn de datos residentes en memoria externa.
El propio meraesort es un método muy eficaz para la
ordenacidn de listas enlazadas.

La idea résica es simple: se divide la secuencia de datos a
ordenar en dos suksecuencias de igual O similar
tamano, se ordena recursivamente cada una de ellas, y
finalvente se ortiene una secuencia ordenada
fusionando las dos suksecuencias ordenadas. Si 1a
secuencia es suficientemente pequefa puede emplearse
un Método més simple (y eficaz para entradas de
tamafno reducido).



Supondremos Que nuestra enttrada es una lista
enlazada L conteniendo una secuencia de elementos
z1,...,T, Cada elemento se almvacena en un NOdo con
dos campOs: info contiene el elemento y next es un
apunrtador al siguiente Nodo de 13 lista (indicaremos que
un NOdo NO tiene sucesor con el valor especial next =
ON. La propia lista L es, de hecho, un apuntador a su
Primer nodo.



void split(node<T>* L1, node<T>*& L2, int n) {
node<T>* p = L1;
while (n > 1) {
P = p -> next;
--n;
b
L2 = p -> next; p -> next = 0;

void mergesort(node<T>*& L, int n) {
if (n > 1) {

node<T>* L7;

int m = n / 2; split(L, L’, m);

mergesort (L, m);

mergesort(L’, n - m);
// fusiona L y L’ ‘‘destructivamente’’ sobre L
L = merge(L, L?);



node<T>* merge(node<T>*& L, node<T>*& L’) {

if (L == 0) { return L’; }

if (L” == 0) { return L; }

if (L -> info <= L’ -> info) {
L -> next = merge(L -> next, L’);
return L;

} else {
L> -> next = merge(L, L’ -> next);
return L’ ;




I
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Cada elemento de L y L' es "visitado" exactamente una
vez, por o que el coste de la operacidn merge es
Proporeaional a la suma de 10s tamaNos de las listas L y
L'; es deqir, su coste es O(n).

El coste de meraesort viene descrito por la
recurrencia

My =em + M (|5) + 2 (]5])

:@(n)+2-M<Z>

cuya solucidn es M(n) = ©(nlogn), aplicando el sequndo
casO del Teorema .



Algoritmo de Strassen

El alaoritmo convencional de multiplicacid N de matrices
tiene coste ©(n?) para muttiplicar dos matrices n x n.

for (int 1 = 0; 1 < n; ++1i)
for (int j = 0; j < n; ++j)
for (int k = 0; k < n; ++k)
C[i]1[j] += A[ilJ[x] = BI[k][jl;




Para arordar una solucidn con el esquema divide y
vencersas se descomponen las matrices en BloQues:

A | Az \ [ Bu | Bis _ [ Cu | Ci2

Ag | Ags By | Boa Ca1 | Caz
donde Ci1 = Aq1 - By1 + Ais - By, ete
Cada Bloque de C requiere dos multiplicaciones de
BloQues de tamafo n/2 x n/2 y dOs sumas cuyo coste es

B(n?). El coste del alaoritmo divide y venceras asi
planteado tendria coste

M(n) = 0(n?) +8- M(n/2),

es decir, M(n) = O(nd).
Para conseauir una solucid N mas eficiente deremos
reducir el nimero de llamadas recursivas.



Strassen (1969) propuso una £orma de hacer
justamente esto. En el liero de Brassard < Bratley se
detalla una posiele manera de hallar la serie de £Srmulas
Que producen el resuttado deseado. Un factor Que
complica las cosas es Que la multiplicacid N de matrices
NO es conmutativa, a diferencia de |0 Que sucede con la
muktiplicacid n de enteros.

Se oetienen las siauientes T matrices n/2 x n/2,
mediantte T productos y 4+ adiciones/sustracciones

My = (A21 + Az — A11) - (Bur + Bz — Br2)
Ms = Ay; - B

M3 = Aj2 - By

My = (A11 — A21) - (B2 — Bi2)

My = (A21 + Az2) - (B12 — Bi1)

Mg = (A12 — Ao1 + A11 — Agg) - Bao

M7 = Agy - (B11 + Baa — Bia — Boi)



Mediante IO adiciones/sustracciones mas, podemos
Ortener |0s rloQues de la matriz resultante C:

C11 = My + M3

Ci2 = My + M + Ms + Ms
Cor = My + My + My — My
Coy = M1+ Ms + My + Ms

Puesto aue las operaciones aditivas tienen coste ©(n?),
el coste del alaoritmo de Strassen viene dado por Ia
recurvrencia

M(n) = ©(n2) +7- M(n/2),

cuya solucidn es B(n'o&27) = @(n807-).



El alaoritmo de Strassen tuvo un enorme impacto
tedrico ya que $ue el primer alaoritmo de
multiplicacid n de matrices cuya complejidad era o(n?); 1o
cual tenia tampién implicaciones en el desarrollo de
alGoritmos més eficientes para el cdleulo de matrices
inversas, de determinantes, ete. Ademas era uno de los
Primeros casos en Que las téanicas alaoritmicas
superaran [0 Que hasta el momento parecia una Rarrera
infranQuearle.

En aRos posteriores se han ortenido alaoritmos
todavia més eficientes. El més eficiente conocido es el
de Coppersmith y Winoarad (I986) cuyo coste es
@(n2,376...)_

El alaoritmo de Strassen No es competitivo en la
practica, excepto si n es muy arande (n>> 500), ya Que
las constantes y términos de orden inferior del coste
sON Muy Grandes.



Quicksort

Quicksort (Hoare, [962) es un algorit

tvo d
ordenacido N Que usa el principio de divide y

e
venceras,
pero a diferencia de l0s ejemplos anteriores, No

@arantiza Que cada sugejemplar tendrd un tamaRo Que
es $raccidn del tamaRo oriainal.

—

p

J? ]1 i

il




El procedimiento de particidn sitla a un elemento, el
pivote, en su luaar apropiado. Lueco No Queda més Que
ordenar 10s secmentos Que Quedan a su izQuierda ¥y a
su derecha. Mientras Que en meraesort (a divisidon es
simple y el trakajo se realiza durante la fase de
comginacid n, en Quicksort sucede |0 contrario.

Para ordenar el seamento A[f..u] el alaoritmo Queda asi

void quicksort(vector<T>& A, int 1, int u) {
if (u-1+1<=M)
usar un algoritmo sencillo de ordenacidn
else {
int k;
particion(A, 1, u, k);
quicksort(A, 1, k - 1);
quicksort(A, k + 1, w);




En vez de usar un algoritmo de ordenacidn sivple (pe.
ordenacid n por inseraidn) con cada seamvento de M o
Mmenos elementos, puede Ordenarse mediante el
alaoritmo de insercidn al final:

quicksort(4,0, A.size() — 1)
insercion(4,0, A.size() — 1)

Puesto que el vector A estd qQuasi-ordenado tras
aplicar quicksort, el GHtimo paso se hace en tiempo O(n),
donde n = A.size().

Se estima que la eleccidn Sptima para el uveral ©
corte de recursidn M oscila entre 20 y 25.



Existen muchas formas posieles de realizar la particidn
En Bentley =+ Mcllroy (I993) se discute un
procedimiento de particidn muy eficiente, incluso si hay
elementos repetidos. AQui examinamos un alaoritmo
R3siCO, pero razonaklemente eficaz.

Se manttienen dos indices i y j de tal modo Que
A[L+1..1— 1] contiene elementos menores O iGuales Que
el pivote p,y A[j + 1..u] contiene elementos mayores o
iauales. Los indices Barren el seamento (de izauierdsa a
derecha, y de derecha a izauierda, respectivamente),
hasta @ue A[i] >py A[j] <p O se cruzan (. = j + 1).



void particion(vector<T>& A, int 1, int u, int& k) {
int 1 = 1; int j = u+ 1; T pv = A[1];
for (; ;) Ao
do ++i; while (A[i] < pv);
do --j; while (A[j]l > pv);
if (i >= j) break;
swap(A[il, A[j1);
}
swap(A[1], A[i]); k = j;




El coste de Quicksort en ¢aso peor es ©(n?) y por o
tanto poco atractivo en términos practicos. Esto
ocurre si en todos O la aran mayoria de 10s casos uNo
de 10s sursecementos contiene muy pocos elementos y
el otro casi todos, pe. asi sucede si el vector estd
ordenado creciente O decrecientemente. EIl coste de la
particidn es B(n) y entonces tenemos

Q(n) =8(n) + Q(n — 1) + Q(0)
—0(n)+Q(n-1)=06(n)+6(n—1)+Q(n —2)

:---:Z@(i):@< > z)

n
=0 0<i<n
= 0(n?).

Sin emBarao, en promedio, el pivote Quedard més o
mMmenos centrado hacia la mitad del seamento como
seria deseaele —justificando aue @uicksort sea
considerado un alaoritvo de divide y venceras.



Para analizar el comportamiento de @uicksort sdlo
importa el orden relativo de [0s elementos. Tampién
podemos investiaar exclusivamente el Nnimero de
comparaciones entre elementos, ya Que el coste total
es proporeional a dicho NUmero. SupoNGaMmos Que
cual@Quiera de los n! ordenes relativos posigles tiene
idéntica proeaerilidad, y sea g, el nimero medio de
comparaciones.

gn = Y E[nam comparfpivote es j-ésimo]
1<7<n
x Pr{pivote es j-ésimo}

1
= Z (n_1+Qj—1+Qn—j) X —
1<5<n n
1
=n+0(1)+ = Z (gj-1 + qn—;)
n1<j<n
=n+0(1 Z g

0<]<n



Mulktiplicamos (n + 1) POr g,.1 Y sustraemos n - g, para
eliminar los factores 1/n y los sumatorios:

(n+1)gns1—1gn = (n+1)n+2 > ge—n(n-1)-2 > @
0<j<n+1 0<y<n

= 2n + 2q,.
Por lo tanto

(n+ 1)gnt1 =2n+ (n + 2)gn.



Pasando (n + 1) al otro lado y "desplecando”

2n n+22(n-1 n+2
+ ( )—i—
n+l n+1 n n
2n n+22n-1) n+22(n-2) n+2
+ +
n+1l n+1 n n n—1 n—1
k —1 n+2

- +
n+1 11 n—1+1 ( —1+2) n—k+1

dn+1 = dn—1

gn—2

dn—k-



Tomando k =n, (n+2)gy = 0 y reocraanizando la suma

2n ! i
— +2(n+2 —_—
i1 = oy T2 )§(z+1)(2+2)
Puesto aque
0 2 1

G+1)(E+2) 1+2 i+1

tenemos

on ly g
= 2" 49 N2y =2 -S"2}.
Int1 n—i—l+ (n+ )< Z'L Zz)



Usando H, = ).~ 1/i podemOs expresar g,;1 cOMO

2n
Int1= o7 T 2(n+2)(2Hp41 — 2 — Hp)

2n 1
= +2 2| —— + H, -2
L )(n+1+ ntl )
2n+2(n+2
= n—f—l) +2(n+2)H,11 —4(n+2)

=4+2(n+2)Hpp1 —4(n+2)=2(n+2)Hp1 —4(n+1).

Lueco
gn =2(n+1)H, —4n =2nlnn + O(n).



QuUickselect

El prorlema de la seleccid n consiste en hallar el j-ésimo
de entre n elementos dados. En conereto, dado un
vector A con n elementos yun ranco j, 1 <7 <n,un
alaoritmo de seleccid n dere hallar el j-ésimo elemento
en orden ascendente. Si j = 1 entonces hay Que
enconvtrar el minimo, si § =1 entoneces hay Que hallar el
MaxiMmO, si j = [n/2] entonces deremos hallar la mediana,
ete.



Es £acil resolver el proelema con coste O(nlogn)
ordenando previamente el vector y con coste O(j - n),
recorriendo el vector y manteniendo 10s j elementos
menores de entre 10s ya examinados. Con las
estructuras de datos apropiadas puede rerajarse el
coste a ©(nlogj), o cusl NO supone una mejora sorre la
Primera aiternativa si j = O(n).

Quuickselect (Hoare, I962), tampién llamado Find y
one-sided Quicksort, es una variante del alaoritmo
Quicksort para la seleccidn del j-ésimo de entre n
elementos.



Suponaamos Que efectuamos una particidn de un
susvector A[L..u], conteniendo los elementos (-€simo a
u-ésimo de A,y tal Que £ < j < u, respecto a un pivote
p. Una vez finalizada la particidn, suponaamos Que el
pivote acaRra en la posicidn k.

Por tanto, en A[l..k — 1] estdn los elementos (-ésimo a
(k — 1)-ésimo de Ay en Afk + 1..u] estdn los elementos
(k + 1)-ésimo a u-ésimo. Si j = k hemos acarado ya Que
hemos encontrado el elemento solicitado. Si j < k
entonces procedemos recursivamente en el sugvector
de la izquierda A[l..k — 1] y si j > k entonces
encontraremos el elemento ruscado en el survector
Alk 4 1..u).



int quickselect(vector<T>& A, int 1, int j, int u) {
if (1 == u) return A[1];
int k;
particion(A, 1, u, k);
if (j == k) return A[k];
if (j < k)
return quickselect(4, 1, j, k - 1);
else
return quickselect(d, k+1, j, u);




Puesto Que quickselect es recursiva £inal es muy simple
o’tener una versidn iterativa eficiente Que No
necesita espacio auxiliar.
En caso peor, el coste de quickselect es O(n?). Sin
emBarao, su coste promedio es ©(n) donde la
constante de proporcionalidad depende del cociente j/n.
Knuth (197 ha demostrado aue 07(3 )) el namero medio
de comparaciones necesarias para seleccionar el
Jj—ésimo de entre n es:

cY) =2((n+1)Hn — (n +3 — j)Hny1_
—(j+2)H; +n+3)

El valor méximo se alcanza para j = [n/2]; entonces
) = 2(ln2 + 1)n + o(n).



Alcoritmo de seleccid n de Rivest y Floyd

Podemos ortener un algoritmo cuyo coste en caso
peor sea lineal si Garantizamos Que cada paso el pivote
escoaido divide el vector en dos sugvectores cuya talla
sea una fraccidn de Ia talla del vector oriainal, con
coste O(n) (incuyendo Ia seleccid N del pivote).
Entonces, en caso peor,

C(n) =0(n) +C(p-n),

donde p < 1. Puesto que log;,, 1 =0 < 1 conauimos que
C(n) = O(n). Por otra parte, es rastante orvio Que
C(n) = Q(n); lueco, C(n) = B(n).

Este es el principio del alaoritmo de seleccid N de
Rivest y Floyd (I970).



La Gnica diferencia entre el algoritmo de seleccid N de
Hoare y el de Rivest y Floyd reside en la manera en Que
eleaimos los pivotes. El algoritmo de Rivest y Floyd
OB’tiene un pivote de "calidad" empleando el propio
alaoritmo, recursivamente, para seleccionar |0s pivotes!



@ Bl algoritmo de Rivest y Floyd caleula una
pseudomediana y elice ésta como pivote.



@ Bl algoritmo de Rivest y Floyd caleula una
pseudomediana y elice ésta como pivote.

@ Se surdivide el supvector A[l..u] en BloQues de g
elementos (excepto posiklemente el UHimo Bloque),
con g constante e impar, y para cada uno de ellos se
oBtiene su mediana. EIl coste de esta fase es O(n) y
eOMO resultado se Ortiene un vector con [n/q]
elementos.



@ Bl algoritmo de Rivest y Floyd caleula una
pseudomediana y elice ésta como pivote.

@ Se surdivide el supvector A[l..u] en BloQues de g
elementos (excepto posiklemente el UHimo Bloque),
con g constante e impar, y para cada uno de ellos se
oBtiene su mediana. EIl coste de esta fase es O(n) y
eOMO resultado se Ortiene un vector con [n/q]
elementos.

@ Sorre el vector de medianas se aplica el alaoritmo
de seleccidn para hallar la mediana.



El algoritmo de Rivest y Floyd calcula una
pseudomediana y elice ésta como pivote.

Se surdivide el supvector A[l.u] en BloQues de g
elementos (excepto posiklemente el UHimo Bloque),
con g constante e impar, y para cada uno de ellos se
oBtiene su mediana. EIl coste de esta fase es O(n) y
eOMO resultado se Ortiene un vector con [n/q]
elementos.

Sorre el vector de medianas se aplica el alaoritmo
de seleccidn para hallar la mediana.

Como el pivote seleccionado es la pseudomediana de
I0s n elementos oriaginales, ello garantiza Que al
Mmenos n/2q - q/2 = n/4 elementos son mayores Que
el pivote.



Por lo tanto, el coste C(n) en caso peor satisface
C(n) =0(n)+ C(n/q) + C(3n/4).
Puede demostrarse aue C(n) = O(n) si

3 + L <1

4 ¢ '

Rivest y Floyd usaron el valor ¢ =5 en su formulacidn
oriainal de este algoritmo.



Seamento de suma maéxima

Dado un vector A[l..n] de enteros, determinar clal es
el seamento de suma méxima en A, es decir, determinar
1Y7,1 <7+ 1, tales Que el seamento Afi..j] tiene suma
Mméxima. Un seamento vadio (1 = j + 1) es la respuesta
vélida si todos los elementos de A son neaativos.
Denotaremos o; ; la suma del seamento Afi..j].

Una primera solucidn ingenua tiene coste ©(nd):

imax = 0; jmax = -1; max = 0;
for (int i = 0; i < n; ++i)
for (int j = i; j < n; ++j) {
int sum = O;
for (int k = i; k <= j; ++k)
sum += A[k];
// sum == o ;
if (sum > max) {
imax = i; jmax = j; max = sum;

}




Se puede OBtener una mejora sustancial soere la
solucid N previa orservando Que

Oijr1 =055+ Al +1]

imax = 0; jmax = -1; max = 0;
for (int i = 0; i < n; ++i) {
int sum = 0;
for (int j = i; j < n; ++j) {

// sum == O'i,j,1
sum += A[j];
// sum == 05 ;

if (sum > max) {
imax = i; jmax = j; max = sum;

}

3

Esta nueva solucidn tiene coste ©(n?). Usando divide y
vencerads podemos Oetener la solucidn de un Modo méas
eficiente.



Suponaamos Que dividimos el seameto en curso AfL..u]
(con més de un elemento, en otro caso podemos dar la
solucid N directa) en dos mitades (o casi) y resolvemos
el prorlema de manera independiente para cada una de
ellas. El seamento de suma méxima en AfL..u] serd uno
de l0s dos seamentos ortenidos recursivamente o
Bien un seamento No vado Que contiene elementos de
las dos mitades en aque se dividid A[L..u], "atravesando”
el punto de corte ...

-
o
2

imax2 jmax2

!

— 1)
=

iz jrmax

.
T e

7
£

3/////
.,

summaxt

summax2 T
&

by =]




Para determinar el seamento de suma méxima en
A[L..u], siendo el punto de corte m, £ < m < u, hemos de
averiguar cdal es el seawento de la forma Afr.m|, es
deqir, Que necesariamente acara en la posicidn m, de
suma médxima en A[L..m]. Sea s1 su suma y £ su extremo
inferior (su otro extremo es, por definicidn, m).



Andlogamente, dekeremos averiauar cdal es el
seamento de la forma A[m + 1..s] de suma méxima en
Alm + 1..u], siendo su extremo superior u’ y suma s, .
Entonces el seamento de suma méxima en All..u] es el
de mayor suma entre el seamento de suma méxima en
AlL..m], el seamento de suma méxima en A[m + 1..u], y el
seamento Al .u'] (su suma es s; + $2).



Tanto s1 ¥ 89 COMO sus extremos se pueden OBtener
mediante dos sencillos rucles, pues A[f..m] tiene suma
Méxima entre todos l0s seamentos de la forma Alr..m],
L<r<m,y Alm + 1.4/] tiene suma méxima entre todos
los Que son de la forma Aim+1..s], m+1<s < u



void ssm(const vector<T>& A, int 1, int u,
int& imax, int& jmax, int& summax) {
if (u -1+ 1<=1) {
if (u -1+ 1==0) {
imax = 1; jmax = u; summax
} else if (A[1l] >= 0) {

0;

imax = 1; jmax = u; summax = A[1l];
} else {

imax = 1; jmax = 1 - 1; summax = O;
}
return;

}

intm=(Q +u) / 2;

int imax1, jmaxl, imax2, jmax2, summaxl, summax2;
ssm(A, 1, m, imaxl, jmaxl, summaxl);

ssm(A, m + 1, u, imax2, jmax2, summax?2);




int 1’ = m; int sl = 0;

for (int sum = 0, int r = m; r >= 1; --r) {
sum += Alr];
if (sum > s1) { 1’ =r; s1 = sum; }

int u’ = m; int s2 = 0;

for (int sum = 0, int s =m + 1; 8 <= u; ++r)
sum += Als];
if (sum > 82) { uw’ = s; 82 = sum; }

summax = max(summaxl, summax2, sl + s2);
imax = ...; // imaxl, imax2 6 1°
jmax = ...; // jmaxl, jmax2 & u’




Puesto aque el coste de dividir y comeinar es O(n), el
coste del alaoritmo divide y venceras es

S(n) = ©(n) +2- S(n/2),

es decir, S(n) = ©(nlogn).



Pero podemos mejorar la eficiencia hasta conseauir
Que sea Sptima, utilizando una inmersidn de eficiencia.
En conereto, Ia nueva versidn de ssm, aplicada a un
seamento All..u] retornaré:

@ Los extremos del seamento de suva médxima imaz ¥
jmaz ¥ su valor summaz;

Q El extremo ider del seamento de suma méxima de
entre aquellos Que incluyen al extremo superior u, Yy
su suma sder;

© El extremo jizg del seamento de suma méxima de
entre aquellos Que incluyen al extremo inferior £,y
SU SUM3 5124

Q La suma sum de t0dos los elementos del seamento.



Si efectuamos las llamadas

m=(1+u / 2;
ssm(A, 1, m, imaxl, jmaxl, summaxl,
iderl, sderl, jizql, sizql, suml);
ssm(A, m+l, u, imax2, jmax2, summax?2,
ider2, sder2, jizq2, sizq2, sum2);

podemos caleular l0s valores correspondientes a AfL..u|
teniendo en cuenta o siguiente:

@ El seamento de suma méxima sersd el
correspondiente a

méax(summazl, summaz2, sderl + s12q2)

@ El seamento de suma médxima con extremo
superior en u sera el correspondiente a

maéx(sder2, sderl + sum?2)



@ El seamento de suma méxima con extremo
inferior en { serd el correspondiente a

max(stzql, suml + sizq2)

@ La suma del seamento es suml + sum?2.

Los valores de los extremos imaz, jmaz, ider y jizq se
caleulan en consonancia: pe. si max(sizql, suml + sizg2) es
s1zql enxtonces jizg = jizql, siNO

maéx(stzql, suml + sizg2) = suml + s12q2 y por tanto

Jizq = J12q2.

Gracias a la inversidn de eficiencia, el coste No
recursivo es ahora ©(1) y ya Que

S(n) =06(1)+2-8(n/2),

el coste del nuevo alaoritmo es S(n) = ©(n) (usar el
caso 3 del Teorema D.



© Estructuras de Datos
@ Arroles riNarios de rUsQueda
@ Colas de prioridad



Arroles rRiNarios de rUsQueda

Detinicidn
Un 8rrol rinario de slsqueda T es un areol Binario -tal

Que O es vadlo O Bien contiene un elemento z y
satisface

@ Los surdrroles izauierdo y derecho, L y R,
respectivamente, son dreoles Rinarios de rlUsQueda.

© Para todo elemento y de L, clave(y) < clave(z), ¥
para todo elemento z de R, clave(z) > clave(z).




"morsa’ es mayor gue
Meshtan: NEkakat ey
menor gque "pato",
tperrot, sdtc,

| hoa | |elefante| |leon | |perro|

jirafa pato rateon|




Lema

UnN recorrido en inorden de un areol rinario de
BUsqueda T visita los elementos de T por orden
creciente de clave.




Basaueda en BSTs

template <typename K, typename V>
class BST {

void lookup(const K& key, V& val, bool& enc) const;
void insert(const K& key, const V& val);
void delete(const K& key);

private:
struct nodo {
K clave_;
V valor_;
nodo *izq_, *der_;
};
nodo* raiz_;
void lookup(nodo* p, const K& key, V& val,
bool& enc) const;




Busaueda en BSTs (versidn recursiva)

template <typename K, typename V>

void BST<K,V>::lookup(const K& key, V& val, bool& enc) {
lookup(raiz_, key, val, enc);

3

template <typename K, typename V>
void BST<K,V>::lookup(nodo* p, const K& key, V& val,
bool& enc) {
if (p == NULL) {
enc = false; return;

}
if (p -> clave_ == key) {

enc = true; val = p -> valor_;
}

else if (key < p -> clave_)

lookup(p -> izq_, key, val, enc);
else

lookup(p -> der_, key, val, enc);




Puesto que el alaoritmo es recursivo £inal es
inmediato ortener una versidn iterativa.

Basqueda en BSTs (versidn iterativa)
template <typename K, typename V>
void BST<K,V>::lookup(const K& key, V& val, bool& enc) {
nodo* p = raiz_; enc = false;
while (p !'= NULL && 'enc) {
if (key < p -> clave_)

P =p -> izq_;
else if (p -> clave_ < key)
p =p -> der_;

else
enc = true;




Insercidn en BSTs (versidn recursiva)

// constructora de nodos

template <typename K, typename V>

BST<K,V>::nodo: :nodo(const K& key, const V& val)
clave_(key), valor_(val), izq_(NULL), der_(NULL) {}

template <typename K, typename V>
void BST<K,V>::insert(const K& key, const V& val) {
raiz_ = insert(raiz_, key, val);

}




Insercidn en BSTs (versidn recursiva)

template <typename K, typename V>
BST<K,V>::nodo* BST<K,V>::insert(nodo* p, const K& key,

if (p == NULL)

return new nodo(key, val);
if (key < p -> clave_)

p -> izq_ = insert(p -> izq_, key, val);
else if (p -> clave_ < key)

p -> der_ = insert(p -> der_, key, val);
return p;




La versidn iterativa es mas compleja, ya Que ademas de
localizar la hoja en la Que se ha de realizar la insercidn,
dererd mantenerse un aspuntador g al Que seré padre del
Nnuevo NOdo.




Insercidn en BSTs (versidn iterativa)

template <typename K, typename V>
void BST<K,V>::insert(const K& key, const V& val) {
nodo* p = raiz_; mnodo* q = NULL;

while (p != NULL && p -> clave_ != key) {
q = P;
if (key < p -> clave_) p = p -> izq_;
else p =p -> der_;
}

if (p == NULL) {
if (q != NULL) {
if (key < q -> clave_)
q -> izq_ = new nodo(key, val);
else
q -> der_ = new nodo(key, val);
} else { // q == NULL, insercion en BST vacio
raiz_ = new nodo(key, val);

}




Sdlo nos aueda por considerar la eliminacidn de
elementos en BSTs. Si el elemento ha eliminar se
encuentra en un NOdO cuyos dos surdreoles son vados
Basta eliminar el nodo en cuestidon. Otro tanto sucede
si el nodo z a eliminar sSlo tiene un surdreol NO vadio:
Basta hacer Que la raiz del surdreol NO vadio Quede
eOMO hijo del padre de z.




El prorlema surae si hay Que eliminar un Nodo Que
contiene dos surdreoles NO vacios. Podemos
reformular el proelema de la siguiente forma: dados
dos BSTs T1 y Th tales Que todas las claves de T; son
menores Que las claves de T, ortener un Nuevo BST
Que contenaa todas las claves: T' = juntar(Th, Tb).
Oerviamentte:

juntar(T, )
juntar(d,T")

T
T

En particular, juntar([],J) = .



Borrado en BSTs

template <typename K, typename V>
void BST<K,V>::delete(const K& key) {
raiz_ = delete(raiz_, key);

}

template <typename K, typename V>

BST<K,V>::nodo* BST<K,V>::delete(nodo* p, const K& key) {

if (p == NULL) return NULL;
if (key < p -> clave_ )
p -> izq_ = delete(p -> izq_, key);
else if (p -> clave_ < key)
p -> der_ = delete(p -> der_, key);
else {
nodo* aux = p;
p = juntar(p -> izq_, p -> der_);
delete aux;
}

return p;







Sea zT la mayor clave de Ti. Puesto Que es mayor Que
todas las demas en T pero al mismo tiempo menor Que
cusl@uier clave de T» podemos construir T coloeando un
NOdo ralz Que contenaa al elemento de clave 2z, a8 T,
COMO surdreol derecho y al resuktado de eliminar 2z de
T, —llamémosle T{— como susdraol izauierdo. Ademss
puesto Que z es la mayor clave de T; el
correspondiente Nodo NO tiene surdreol derecho, y es
el Nodo "Més a la derecha” en T, |0 Que NOs permite
desarrollar un procedimiento ad-hoce para eliminario.



Borrado en BSTs

template <typename K, typename V>
BST<K,V>::nodo* BST<K,V>::juntar(nodo* T1, nodo* T2) {
if (T1 == NULL) return T2;
if (T2 == NULL) return Ti1;
nodox z;
z = elimina_max(T1);
z -> izq_ = T1l; z -> der_ = T2;
return z;

template <typename K, typename V>
BST<K,V>::nodo* BST<K,V>::eliminar_max(nodo*x& T) {
nodo* z = T; nodo* zp = NULL;
while (z -> der_ !'= NULL) {
Zp = 23 2 = 2 -> der_;

X

if (zp == NULL) T = T -> izq_;
else zp -> der_ = NULL;
return z;




Un razonamiento andloao Nos lleva a una versidn de
juntar en la Que se emplea la clave minima 2z~ del dreol
T, para Que ocupe |a raiz del resuttado, en el caso en
Que T; y T5 NO soN vadios.

Se ha evidenciado experimentalmente Que conviene
aternar entre el predecesor zT y el sucesor z~ del
Nodo a eliminar en |0s Borrados (por ejemplo, mediante
una decisidn aleatoria © con Bit Que va pasando
aternativamente de O a lyde | a O) y no utilzar
sisteméticamente una de las versiones.

Existen otros algoritmos de BOrrado pero NO se
estudiardn en la asianatura.



Andlisis de la eficiencia de BSTs

Un BST de n elementos puede ser equivalente a una
lista, pues puede contener un NOdO sin hijos y n — 1 con
sS1o un hijo (pe. si insertamos una secuencia de n
elementos con claves crecientes en un BST
inicialmente vadio). Un BST con estas caracteristicas
tiene aHura n. En caso peor, el coste en caso peor de
una BlUs@ueda, insercidn o Borrado en dicho 4reol es
por lo tanto ©(n). En general, una Blsaueda, inseraidn
o BOrrado en un BST de akHtura h tendréd coste ©(h) en
0as0 peor. Como funcidn de n, la aitura de un reol
puede llecar a ser n y de ahi Que el coste de las diversas
Ooperaciones es, en caso peor, O(n).



Pero normalmente el coste de estas operaciones serd
MeNnor. SUPONGaMOs Que cuslauier orden de insercidn
de los elementos es equiproraile. Para rlsQuedas con
éxito supondremos Que Buseamos cuslauiera de las n
claves con proeagilidad 1/n. Para BlUs@uedas sin éxito o
iNnserciones supondremos Que finalizamos en cuslQuiera
de las n + 1 hojas con igual proeagilidad.

El coste de una de estas operaciones va a ser
proporecional al Nimero de comparaciones Que hakra
Que efectuar entre la clave dada y Ias claves de [0Os
NOdos examinados. Sea C(n) el Nimero medio de
comparaciones y C(n; j) el nimero medio de
comparaciones si la raiz estd ocupada por la j-ésima
clave.

C(n)= > C(n;j)x ]P[rafz es j—ésima] .
1<j<n



Otra forma de plantear esto es caleular I(n), el valor
Mmedio de la Ionaitud de caminos internos (IPL). Dado un
BST su lonaGitud de caminos internos es la suma de las
distancias desde la raiz a cada uno de |0s NOdOs.

I(n)

C(n):l—l—T



La lonaitud media de caminos internos satisface la
recurrencia

I(n):n—l—i—% > I(5), I(0)=o.
0<y<n

Esto es asi poraue cada NOdo @Que NO sea la raiz
contriruye al IPL total | mas su contrirucidn al [PL del
surdreol en que se encuentre. Otra razdn por la Que
resulta interesante estudiar el IPL medio es poraue el
coste de construir un BST de tamafo n mediante n
inserciones es proporcional al [PL.
La recurrencia satisfecha por I(n) es idéntica a la
recurrencia del coste esperado de Quicksort. Por o
tanto

I(n) =©(nlogn),C(n) = ©(logn).



Podemos asociar a cada ejecucidn de Quicksort un BST
cOMO siaue. En la raiz se coloea el pivote de la fase
inicial; 10s surdreoles izQuierdo y derecho corresponden
a3 las ejecuciones recursivas de Quicksort sogre los
survectores a la izQuierda y a la derecha del pivote.
Consideremos un surdreol cualQuiera de este BST.
Todos 0s elementos del surdreol, salvo la raiz, son
comparados con el Nodo raiz durante la fase a la Que
corresponde ese surdreol. Y redprocamente el pivote
de una determinada fase ha sido comparado con los
elementos (pivotes) que son sus antecesores en el
3reol y y8 NO se comparara con NinGun otro pivote.
Por lo tanto, el nimero de comparaciones en las Que
interviene un cierto elemento No siendo el pivote es
icual a su distancia a la raiz del BST Por lo tanto, el PL
medio coincide con el Nimero medio de comparaciones
Que hace Quicksort



Otras operaciones

Los BSTs permiten otras varias operaciones siendo 1os
alaoritmos correspondientes simples y con costes
(promedio) razonaeles. Alaunas operaciones como las
de BUsqQueda O BOrrado por ranao (ea. Busca el 172
elemento) o de cdleulo del ranao de un elemento dado
re@uieren una licera modificacidn de la implementacidn
estdndar, de tal forma Que cada Nodo contenaa
informacidn relativa a tamaRo del surdreol en él
enraizado. Concluimos esta parte con un ejemplo
conereto: dadas dos claves ki ¥ ks, k1 < ko se precisa una
opreracidn Que devuelve una lista ordenada de todos Ios
elementos cuya clave k estd comprendids entre las dos
dadas, esto es, k1 < k < ko



Si el BSTes vado, Ia lista a devolver es tampién vaaia.
Suponaamos aue el BST no es vado y aue la dave en la
raiz es k. Si k < k; entonces todas las claves ruscadas
deren encontrarse, si las hay, en el surédreol derecho.
Andlogamente, si ky < k se proseauira la risqueda
recursivamente en el sugdreol izQuierdo. Finalmente, si
k1 < k < ks entonces puede harer claves qQue caen
dentro del intervalo tanto en el suréreol izauierdo
como en el derecho. Para respetar el orden creciente
en la lista, dererd Buscarse recursivamente a la
izQuierda, lueco listar la raiz y finalmente Buscarse
recursivamente a la derecha.



Bdsqueda por ranso
template <typename K, typename V>
void BST<K, V>::range_search(nodo* p,
const K& k1, const K& k2, list<pair<K, V> >& L) {
if (p == NULL) return;
if (k1 <= p -> clave_)
range_search(p -> izq_, k1, k2, L);
if (k1 <= p -> clave_ && p -> clave_ <= k2)
L.push_back(make_pair(p -> clave_, p -> valor_));
if (p -> clave_ <= k2)
range_search(p -> der_, k1, k2, L);




Colas de prioridad

Una cola de prioridad (ecat: cua de prioritat; inG: priority
Queue) es una coleccid N de elementos donde cada
elemento tiene asociado un valor susceptidle de
ordenacid N denominado prioridad.

@ Insercidn de un elementos



Colas de prioridad

Una cola de prioridad (ecat: cua de prioritat; inG: priority
Queue) es una coleccid N de elementos donde cada
elemento tiene asociado un valor susceptidle de
ordenacid N denominado prioridad.

@ Insercidn de un elementos

@ ConsulMta del elemento de minima (0 médxima)
prioridad



Colas de prioridad

Una cola de prioridad (ecat: cua de prioritat; inG: priority
Queue) es una coleccid N de elementos donde cada
elemento tiene asociado un valor susceptidle de
ordenacid N denominado prioridad.

@ Insercidn de un elementos

@ ConsulMta del elemento de minima (0 médxima)
prioridad

@ Eliminacid n del elemento de minima (0 méxima)
prioridad



Alaunas aplicaciones de 1as colas de prioridad:
@ Algoritmos de Kruskal y Priw para el cdleulo del
8reol de expansid N mINIMO de un arafo etiquetado.
@ Alaoritmo de Dijkstra para el cdleulo de caminos
MINIMOs en un arafo etiquetado.
@ Construccidn de cddiaos de Hubfman (cddicos
BiNarios de lonaitud media minima).
Ortra tareas para las Que ORviamente podemos usar una

cola de prioridad son la ordenacidn y Ia seleccidn del
k-ésimo de un conjunto.



Or‘der\aclor\ mediante una cola de prioridad

struct Info { Clave clave; ... };
vector<Info> A;
Pqueue<Info, Clave> P;

for (int i = 0; i < A.size(); ++i)
P.insert(A[i], A[i].clave);
int i = 0;
while (!P.empty()) {
A[i++] = P.min(Q);
P.delete_min();




Ivplementacid n:

@ Listas enlazadas ordenadas por prioridad
Venttajas: Consutta y eliminacidn del minimo
triviales, con coste ©(1)
Inconvenientes: Inserciones con coste lineal, tanto
en easO peor cOmO en promedio



Ivplementacid n:

@ Listas enlazadas ordenadas por prioridad
Venttajas: Consutta y eliminacidn del minimo
triviales, con coste ©(1)
Inconvenientes: Inserciones con coste lineal, tanto
en easO peor cOmO en promedio

e Areoles de Bisaueda
Ventaja: Inserciones y eliminacidn del minimo con
coste ©(logn) en caso peor (AVLs) o en caso
promedio (BST



@ Si el conjunto de posikles prioridades es reducido
entonces serd conveniente emplear una takla de
listas, correspondiendo cada lista a8 una prioridad ©
intervalo reducido de prioridades.



@ Si el conjunto de posikles prioridades es reducido
entonces serd conveniente emplear una takla de
listas, correspondiendo cada lista a8 una prioridad ©
intervalo reducido de prioridades.

@ En Io Que resta estudiaremos una téenica
especifica para la implementacidn de colas de
prioridad Basada en los denominados monticulos.



Definicidn

Un monticulo (ina: heap) es un 8reol Binario tal Que

@ todos las hojas (susdreoles son vacdios) se sitdan en

2

|os dos UHimos niveles del 8rrol.

en el peniHtimo nivel existe a |10 sumo un NOdo
interno con un sA1o hijo, aue serd su hijo
1IzQuierdo, y todos 1os Nodos a su derecha en el
MIsMO Nivel son NOdos sin hijos.

el elemento (su prioridad) almacenado en un NOdo
cualauiera es mayor (menor) O igual Que los
elementos almacenados en sus hijos izQuierdo y
derecho.




Se dice @ue un monticulo es un 8reol Binario
Quasi-completo derido a las propiedades -2 La propiedad
3 se denomina orden de monvticulo, y se harla de
Max-heaps O miNn-heaps seain Que |0s elementos sean
> & < @ues sus hijos. En o sucesivo sdlo
consideraremos max-heaps.
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De las propiedades -3 se desprenden dos consecuencias
importantes:
@ El elemento méximo se encuentra en la raiz.
@ Un heap de n elementos tiene altura
h = [logy(n + 1)].
La consutta del méximo es sencilla y eficiente pues Basta
examinar la raiz.



4CA MO eliminar el méximo? Un procedimiento que se
emplea 3 menudo consiste en ugicar al GHtimo elemento
del montticulo (el del GiHimo nivel més a la derecha) en la
raiz, sustituyendo al méximo; ello arantiza Que se
Preservan las propiedades -2 Pero como 1a propiedad 3
dejas eventualmente de satisfacerse, dere
reestaglecerse el invariante para o cual se emplea un
procedimiento privado denominado hundir.

E ste consiste en intercampiar un nodo con el Mayor
de sus dos hijos si el N0do es menor Que alGauno de
ellos, y repetir este paso hasta que el invariante se haya
reestaelecido.






sCAmo aRadir un nuevo elemento? Lina posigilidad
consiste en colocar el Nuevo elemento como UHimo
elemento del monticulo, justo a la derecha del Gitimo ©
COMO Primero de un nuevo nivel Para ello hay que
localizar al padre de la primera hoja y sustituirla por un
Nuevo NOdo con el elemento a insertar. A
continuacid N hay Que reestarlecer el orden de
monticulo empleando para ello un procedimiento flotar,
Que trarajas de manera similar pero a la inversa de
hundir: el NOdO en curso se compara con su NOdo padre
y se realiza el intercameio si éste es mayor Que el
padre, iterando este pasO mientras sea necesario.



Puesto Que la aitura del heap es O(logn) el coste de
inserciones y eliminaciones es O(logn). Se puede
implementar un heap mediante memoria dindmwica. La
representacidn elecida dere incluir apuntadores al hijo
izQuierdo y derecho y tamgién al padre, y resolver de
manera eficaz 1a localizacid N del GHimo elemento y del
padre de la primera hoja.



Una alternativa atractiva es la implementacidn de
heaps mediante un vector. No se desperdicia demasiado
espacio ya Que el heap es Quasi-completo. Las realas
para representar los elementos del heap en un vector
son simples:

@ A[1] contiene la raiz.

Q Si 2t < n entonces A[2i] contiene al hijo izauierdo
del elemento en Afi] y si 214+ 1 < n entonces
A[21 + 1] conttiene al hijo derecho de Ali].

©Q Siidiv2 > 1 entonces Afidiv 2] contiene al padre de
Alg).



Ivplementacid N mediante heaps

template <typename Elem, typename Prio>
class Pqueue {

public:
Pqueue() {
_elems.push_back(Elem());
_prios.push_back(Prios());
_nelems = 0;
}
void insert(const Elem& x, const Prio& p);
Elem max() const;
void delete_max();
bool empty() const { return _nelems == 0; }
private:

vector<Elem> _elems;
vector<Prio> _prios;
int _nelems;




Ivplementacid N mediante heaps

template <typename Elem, typename Prio>
void Pqueue<Elem,Prio>::insert(const Elem& x,
const Prio& p) {
++_nelems;
if (_nelems < _elems.size()) {
_elems[_nelems] = x;
_prios[_nelems] = p;
} else {
_elems.push_back(x) ;
_prios.push_back(p);
}

flotar(_elems, _prios, _nelems);




Implementacid n mediante heaps (cont.)
template <typename Elem, typename Prio>
Elem Pqueue<Elem,Prio>::max() const {

if (_nelems == 0)

return _elems[1];

template <typename Elem, typename Prio>
void Pqueue<Elem,Prio>::delete_max() {
if (_nelems == 0)

_elems[1] = _elems[_nelems];
_prios[1] = _prios[_nelems];
-—_nelems;

hundir(_elems, _prios, 1, _nelems);




Hundir (versidn recursiva)
template <typename Elem, typename Prio>
void hundir (vector<Elem>& elems, vector<Prio>& prios,
int j, int n) {
int hijo = 2 * j;
if (hijo > n) return;
if (hijo < n &% _prios[hijo] < _prios[hijo + 1])
++hijo;
if (_prios[j] < _prios[hijol) {
swap(_prios[j], _prios[hijol);
swap(_elems[j], _elems[hijol);

>
<

3

hundir(_elems, _prios, hijo, n);




Flotar (versidn iterativa)

template <typename Elem, typename Prio>
void flotar(vector<Elem>& elems, vector<Prio>& prios,
int j) {
while (j > 1) {
int padre = j / 2;
if (_prios[padre] < _prios[j]) {
swap (_prios[padre], _prios[jl);
swap (_elems[padre], _elems[j]);

}
else break;
j = padre;




Heapsort

Heapsort (Williams, I964) ordena un vector de n
elementos construyendo un heap con |os n elementos y
extrayéndolos, uno a8 uNo del heap a continuacidn El
Propio vector Que almacena a 10s n elementos se
emplea para construir el heap, de modo aQue heapsort
actla in-situ y sAlo reauiere un espacio auxiliar de
Mmemoria constante. El coste de este algoritmo es
©(nlogn) (iNncluso en caso mejor) si todos los
elementos son diferentes.

En la practica su coste es superior al de Quicksort, ya
Que el factor constante multiplicativo del término
nlogn es mayor.



Heapsort

template <typename Elem>
void heapsort(vector<Elem>& A, int n) {
crea_heap(A, n);
for (int 1 = n; 1 > 0; --1i) {
swap(A[1], A[il);
hundir(A, 1, i - 1);
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A[1] < A[141] < A[142] = ... = A[n]

A[1] = maxXizk=i A[K]
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Crea__heap
void crea_heap(vector<Elem>& A, int n) {
for (int i =n / 2; 1 > 0; --i)
hundir(A, i, n);
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i=8

hundir(a, 8, 4)
hundir(a, 8,3)

hundir (4, 8, 2)
hundir(a, 8, 1)




Sea H(n) el coste en caso peor de heapsort y B(n) el
coste de crear el heap inicial. EIl coste en caso peor de
hundir(4,1,2 — 1) es O(log?) y por lo tanto

=n

H(n) = B(n)+ Y _ O(log1)
=1

=B(n)+0 ( Z log, z)
1<e<n
= B(n) + O(log(n!)) = B(n) + O(nlogn)



Un andlisis "arueso” de B(n) indica @ue B(n) = O(nlogn)
ya Que hay ©(n) llamadas a hundir, cada una de las cuasles
tiene coste O(logn). Podemos conaluir por tanto que
H(n) = ©(nlogn). No es dificil construir una entrada de
tamafo n tal Que H(n) = Q(nlogn) y por tanto

H(n) = ©(nlogn) en caso peor. La demostracidn de que
el coste de heapsort en caso mejor' es tamgién
O(nlogn) es Bastarte mas complicada.

'Siendo todos los elementos distintos.



Por otra parte, la cota dada para B(n) podemos
refinaria ya Que

B(n)= ), O(log(n/i))

1<i<[n/2]
n/2
) ( (n/2) )
( (2)*/2) = O(n).
Puesto que B(n) = ), POdemos afirmar Que

B(n) = ©(n).



Otra forma de demostrar aue B(n) es lineal consiste
en razonar del sicuiente modo: Sea h = [log,(n +1)] la
altura del heap. En el nivel h — 1 — k hay cOMmO mucho

he1k_Mtl
2 < oF

NOdos y cada uno de ellos hakra de hundirse en caso
peor hasta el nivel h — 1; eso tiene coste O(k).



Por o tanto,

n+1
B(n) = (k)5
0<k<h—1
k
0<k<h-—1
— k —
k>0
ya Que
k
D o5 =2
k>0




Aunque aloralmente H(n) = ©(nlogn), es interesante
el andlisis detallado de B(n). Por ejemplo, utilizando un
min-heap podemos hallar los k menores elementos de
un vector (y en particular el k-€simo) con coste:

S(n,k) = B(n)+ k- O(logn)
=O(n +klogn).

y si k= 0O(n/logn) entonces S(n, k) = O(n).



@ Alzoritmos Voraces



Alaoritmo de Dijkstra

Dado un arafo diriaido G = (V, B) etiQuetado, el
alaoritmo de Dijkstra (1959) nos permite hallar los
03MINOS MINIMOs desde un vértice s € V dado a todos
los restantes vértices del arafo.

Si el agrafo G contuviera ciclos de peso neaativo Ia
nocid N de aamino miNimo No estaria Bien definida para
todo par de vértices, pero el alaoritmo de Dijkstra
puede fallar en presencia de arcos con peso Neaativo,
iNcluso si NO hay ciclos de peso Neaativo. Supondremos
por lo tanto Que todos los pesos w: E — RT son

positivos.
Sea P(u,v) el conjunto de caminos entre dos vértices
u y v de G. Dado un camino 7 = [u,...,v] € P(u,v) su peso

es la suma de |0s pesOs de Ios n arecos Que [0 formean:

w(m) = w(u,v1) + w(vi,v2) + -+ + w(vp—_1,v).



Sea A(u,v) = min{w(w) | ™ € P(u,v)} ¥y (%, v) un camino
de P(u,v) cuyo peso es minimo. Si P(u,v) = § entonces
tomamos A(u,v) = +0o, pPOr convenio. Consideraremos
en primer luaar la versidn del alcgoritmo de Dijkstra
Que caleula [0s pesos de 10s camiNos MINIMos desde un
Vvértice a todos 10s restantes, y mas tarde la versidon
Que caleula adicionalmente |0s caminos propiamente
dichos.

> G = (V,E) es un grafo dirigido con pesos positivos
> seV

dijkstra(G,s, D)

> Paratodo u € V, D[u] = A(s, u)

> G = (V,E) es un grafo dirigido con pesos positivos

> seV

dijkstra(G,s, D, cam)

> Paratodo u € V, D[u] = A(s, u)

> Paratodo u € V, D[u] < +o0o = cam|u] = 7*(s,u)



El algoritmo de Dijkstra actia en una serie de etapas.
En todo momento el conjunto de vértices V se divide
en dos partes: [0s vértices vistos y I0s Vértices No
vistos O candidatos. Al inicio de cada etapa, si u es un
vértice visto entonces Dlu] = A(s,u); si u es un
candidato entonces D(u] es el peso del camino minimo
entre s ¥y u Que pasa exclusivamente por vértices
intermedios vistos. Este es el invariante del algoritmo
de Dijkstra.

En cada etapa un vértice pasa de ser candidato a ser
visto. Y cuando todos los vértices son vistos entonces
tenemos completamente resuelto el proriema.



LQuUé Vvértice candidato dere seleccionarse en cada
etapa para pasar a ser visto? Intuitivamente, aQuél cuya
D sea minima de entre todos los candidatos. Sea u
dicho vértice. Entonces D[u] no sdlo es el peso del
BMINO MINIMO entre s ¥y © Que sAIo pasa por vistos
(seaun el invariante), sino el peso del camino MmiNiMmo.
En efecto, si el camino mINIMO pasase por alain otro
vértice No visto z, tendriamos @ue el peso de dicho
eamino es D(z] + A(z,u) < Dlu], pero como A(z,u) >0y
D[u] es minimo lleaamos a una contradicaidn

YISTOS

D]

CANDIDATOS




Ahora deremos pensar cdmo mantener el resto del
invariante. Para |os vértices vistos D ya tiene el valor
adecuado (inauido u, el vértice @ue pasa de candidatos a
VistOs, como acaramos de ver). Pero si v es un
candidato, D[v] tal vez haya de camRiar ya Que tenemos
un Vvértice adicional visto, el vértice u. Ln sencillo
razonamiento demuestra Que si el camind minimo
entre sy v Que pasa pOr Vvértices vistos incluye a u
entonces u es el invmediato antecesor de v en dicho
camino.

YISTOS |

4 ™
Dfu] si este caming &3 el minimo
de sav, entonces el
/ caming desa yvia ues

mas corto que el camino de
peso D[] (cortradiccidn)

D[x]

\/\,.\@/,@
J




De ahi se sicue que el valor de D sdlo puede campiar
para los vértices v sucesores de u. Esto ocurrira si y
sAlo si

D[v] > Dlu] + w(u, v).
Si v fuera sucesor de u pero ya estuviera visto Ia
condicid n antterior No puede ser cierta.

YISTOS

™ 5iD[U] + U, ¥) < D[¥], entonces

D[u] hay un nuevo camino rminimo de
/ sav (via u)que solo pasa por
YISTOS




procedure dijkstra(in g : grafo(vertice,real);
in s : vertice;
out D :dict(vertice,real))
var cand : conjunto(vertice)
u,v : vertice;d: real
end

for v € V(g) do D[v] := +o0 end
D[s]:=0
cand :=V(g)
while cand # 0 do
u := el vértice de cand con D minima
cand := cand \ {u}
for v € sucesores(g,u) do
d := D[u] + etiqueta(g, u,v)
if d < D[v] then D[v] :=d fi
end
end
end
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Para conseauir Que el alaoritmo compute [Os caminos
MINIMOs propiamente dichos, empezamos OBservando
Que si el camino MINIMO entre s y u pasa pPor T
entonces la parte de ese camino Que NOs lleva de s a z
ha de ser necesariamente el camino mINIMo entre s y .
Por lo tanto, rastard con computar un reol de
0aMINOS MINIMOS Que implicitamente se representa
mediante una taela cam tal Que:

s siv=s,
cam[v] = s u si (u,v) es el Gitimo arco de 7*(s,v),
1 si A(s,v) = +o0,

donde cam[v] = L indica @ue cam|v] No estd definido.



Claramente, 10s GNicos camMRIOs Que serdn Necesarios
son:

@ inicializar cam[s] == s.

@ indluir la actualizacid N de cam en el Bucle interno:

for v € sucesores(g,u) do
d := D[u] + etiqueta(g, u,v)
if d < D[v] then
D[v]:=d
cam[v] :=u
fi
end

Si Queremos el camino completo de s 38 v podemos
deshacer el recorrido a la inversa:

cam[u], cam[cam(u]],...,cam[ - - [cam[u]] - -]

hasta que lleguemos a s.



Sea n el nimero de Vértices de g y m el nimero de
arcos. Si el arafo g se implementa mediante matriz de
adyacencias, el coste del alaoritmo de Dijkstra es Q(n?)
ya Que se hacen n iteraciones del rucle principal y
dentro de cada una de ellas se incurriria en un coste
COMO MiINIMo Q(n) para recorrer los sucesores del
vértice seleccionado. Descartaremos esta posirilidad, y
supondremos Que el arafo se implementa mediante
listas de adyacencia Que NOs dardn mejores resuitados
tanto en tiempo como en espacio.



Suponaamos, para simplificar, @ue V(g) = {1,...,n} y Que
implementamos el conjunto cand y el diccionarioc D
mediante sencillas taBlas indexadas de 1 a n

(cand[i] = cierto si y sSlo si el Vértice i es un
candidato). Entonces el coste del alaoritmo de Dijkstra
es ©(n? + m) = ©(n?) puesto aue se hacen n iteraciones
del Bucle principal, Buscar el minimo de la tarla D en cada
iteracidn tiene coste O(n) y actualizar la tagla D tiene
coste proporcional al Nimero de sucesores del vértice
seleccionado (comeinando la ogtencidn de 10s vértices
sucesores Yy la etiQueta de |0s arcos correspondientes).



Si V(g) es un conjunto argitrario, podemos conseauir
el mismo rendimiento utilizando taglas de hash para
implementar cand y D. M el proelema siaue siendo la
ineficiencia en la seleccid N del vértice con D minima.
Para mejorar la eficiencia podemos convertir cand en
uNna cola de prioridad cuyos elementos son vértices y
donde la prioridad de cada Vértice es su
correspondiente valor de D:

var cand : cola_prio(vertice,real)
u,v : vertice;d: real

end
cand := vacia()
D[s]:==0

for v € V(g) do D[v] := 400 end
for v € V(g) do inserta(cand, v, D[v]) end
while — es_vacia(cand) do

u := min(cand); elim_min(cand)

for v € sucesores(g,u) do

end
end



El prorlema es Que dentro del Bucle Que recorre |os
sucesores de u se puede madificar el valor de D (la
prioridad) de vértices candidatos. Por ello dereremos
dotar al TAD COLA_PRIO de una operacidn adicional Que,
dado un elemento, NOs permita decrementar su
prioridad (los valores de D se modifican siempre a la
B3)a).

for v € sucesores(g,u) do
d := D[u] + etiqueta(g, u,v)
if d < D[v] then
D[v] := d;decr_prio(cand, v, d)
fi
end



Si los costes de las operaciones sokre la cola de
prioridad son O(logn) entonces el coste del Bucle
principal es

D(n)= Y O(logn)- (1 + = sucesores de v)
veV(g)

= O(nlogn) + O(logn) » =k sucesores de v
veV(9)

=0O(nlogn) + O(mlogn) = O((n + m)logn)

Por otra parte, el coste de las inicializaciones previas
es O(nlogn).

Por Io tanto el coste aue Nos Queda es O((n + m)logn).
Puede demostrarse qQue, de hecho, el coste en caso
peor del alaoritmo de Dijkstra es ©((m + n)logn). Pero
en Mmuchos cas0s el coste es menor, poraue NO hay Que
usar decr_prio para todos los sucesores del vértice
seleccionado y/0 porque el coste de las operaciones
sOBre |a cola de prioridad es frecuentemente menor
Que O(logn).



Al crear cand saBemos cudntos vértices tiene el arafo
y POdemos crear dindmicamente una estructura de
datos para ese tamano. Adicionalvente podemos evitar
la redundancia de la tarla D, ya Que para cada elemento
de cand tenemos su prioridad, Que es su valor de D.



Necesitamos por lo tanto un TAD con la funcionalidad
comainada tipica de las colas de prioridad y de los
diccionarios:

TAD COLA_PRIO_DIJKSTRA(ELEM,PRIO)
genero priodijks
ops
crea: nat — priodijks
inserta: priodijks elem prio — priodijks
min: priodijks — elem
elim_min: priodijks — priodijks
prio: priodijks elem — prio
esta: priodijks elem — bool
decr_prio: priodijks elem prio — priodijks
es_vacia: priodijks — bool
fops



var cand : priodijks(vertice,real)
u,v : vertice;d,du : real
end
cand := crea(numero_vertices(g))
for v € V(g) do
inserta(cand, v, 4+00) end
decr_prio(cand, s, 0)
while cand # 0 do
u := min(cand); du := prio(cand, u)
elim_min(cand)
for v € sucesores(g,u) do
if esta(cand, v) then
d ;= du + etiqueta(g, u,v)
if d < prio(cand,v) then
decr_prio(cand, v, d)
fi
fi
end
end



Pueden conseauirse costes loaaritmicos o inferiores
en todas las operaciones soOBkre la cola de prioridad
utilizando un heap implementado en vector.

Ademas necesitaremos una taerla de hash Que Nos
permita "traducir’ vértices a indices. ¥ una tarla de
indices y Otra de posiciones en el heap.

type priodijks =record

prio: array [...] of real
e:array [...] of elem
indez : array |[...] of

pos : array |...] of entero

nelems : entero
map : tabla_hash(elem, entero)
end
end

Las tarlas prio y e, junto al contador nelems

representan al heap. Si e[i] = e; entonces indez[i] =7 ¥
pos[j] = 1, es decir, pos NOs da la posicid N en el heap del
elemento e; e indez su indice, siendo valor(map,e;) = 7.



La operacidn vacia reclama a la memoria dindwica las
tarlas prio, e, index y pos con n componentes y crea la
tarla de hash. Cada vez que se inserta un nuevo
elemento se le asiana el indice nelems + 1, se inserta en
map, se coloca en el heap en la posicidn nelems + 1,y se
le hace flotar. La operacidn flotar se encaraa de
mantener actualizadas las taelas pos e indez. Para
elim_min, se intercameia el aHtimo Nodo del heap con la
raiz

prio[l] <> prio[nelems]; e[1l] <> e[nelems]
pos[indez[l]] «» pos[indez[nelems]]
indez[1] ¢ indez[nelems]

A continuacidn se hunde la raiz, cuidando de mantener
actualizadas las tarlas pos e indez.



La operacidn decr_prio requiere averiauar el indice j
del elemento e; cuya prioridad se va a decrementar
usando la taela de hash, usar la tagla pos[j| para ostener
la posicid N i del NOdo @ue le corresponde en el heap, y
una vez modificada 1a prioridad, fiotar el nodo.

Es £acil comprorar Que las operaciones del TAD,
exceptuando crea, tienen coste ©(1) (es_vacia, min, prio,
esta) o O(logn) (inserta, elim_min, decr_prio).
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